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1 Sissejuhatus

1.1 Miks, kellele

Kdesolev lilesannete kogu on mdeldud Gpilastele, kes on omandanud programmeerimise algkursuse
materjali mingis programmeerimiskeeles ja vajavad lilesandeid saadud oskuste rakendamiseks. Selle
Glesannete kogu Ulesanded on koostatud p&hikooli matemaatika ilesannete teemadel.

Kogu maailmas ja ka Eestis radgitakse juba pikemat aega infotehnoloogia spetsialistide puudusest.
Meie infotehnoloogia- ja programmeerimisfirmade juhid vaidavad, et nad oleksid suutelised
rakendama rohkem t66tajaid, eksportima rohkem produkti /teenuseid, maksma to6tajatele kdrget
palka ja riigile makse. Ulikoolid piitiavad IT erialadele vastu vdtta rohkem tudengeid ja koolitada neist
haritud IT-spetsialiste. Et see voimalik oleks, on Opilastele vaja infotehnoloogia ja sealhulgas
programmeerimisega  tutvumise  vOimalusi juba eelmistel kooliastmetel.  Raagitakse
programmeerimise Gpetamise laiendamisest glmnaasiumis, aga ka programmeerimisega
tutvumisest juba p&hikoolis. See vajab viljendamist Gppekavades, Gpetajate koolitamist ja vajalike
Oppematerjalide loomist.

Programmeerimise Oppimist alustatakse tavaliselt tehnilist laadi sissejuhatava programmeerimis-
kursusega. Sissejuhatavas kursuses tutvutakse tavaliselt programmeerimiskeelte lausetega
(omistamine, lugemine ja kirjutamine, tingimuslaused, tsiklid, rekursioon, funktsioonid),
andmetuipide ja -struktuuridega (arvud, soned, jarjendid, listid, failid jne), sisendi ja valjundi
kasutamisega, graafika vahenditega. Kasutatakse ka mingit vaadeldava programmeerimiskeele jaoks
moeldud programmeerimiskeskkonda. Kaesoleva llesannete kogu sihtriihmana on mdeldud &pilasi,
kes on mingis vormis sellise algkursuse materjali omandanud (valikkursusena vdi ka kdigile Opilastele
Opetatava materjalina pohikoolis voi glimnaasiumis, MOOC-i vormis, mdne programmeerija abi
kasutades vOi paris isedppijana). Kui on tegemist Opilasega, kelles on tekkinud huvi
programmeerimise vastu ja ta motleb vdimalusest vastavale erialale dppima minna vdi mingis muus
valdkonnas arvutite rakendamisega tegelda, siis ta tahaks programmeerimisega tegelemist peale
algse tehnika omandamist jatkata. Nii koolides toimuvaks kui ka iseseisvaks t66ks on nuud eelkdige
vaja mitmesuguse suunitlusega lilesannete kogusid, et asjast huvitatud opilased saaksid edasi minna,
saades tuge Opetajalt ja veebist.

1.2 Kes/mis on Lahendaja?

Matemaatika lGlesannete lahendamise harjutamiseks on programmeeritud suur hulk dpilastele voi
Uliopilastele mdeldud lilesannete lahendamise keskkondi. Enamik nendest tegeleb avaldiste
teisendamise Ulesannetega. Moned nendest (nditeks MathXpert[9], Aplusix [8], T-algebra [10]) on
Uisna universaalsed ja voimaldavad vaga paljude erinevate Ullesandetiilpide lahendamist. Paljud
tegelevad aga ainult mingi kitsama valdkonna lilesannetega nagu tehted murdudega, Uhikute
teisendamine, lineaarvorrandi lahendamine, lineaarsete vorrandististeemide lahendamine voi
funktsioonide diferentseerimine. Lahendamiskeskkond peaks sisaldama avaldiste toimetit
sammu/vastuse sisestamiseks ja oskama anda tagasisidet selle digsuse kohta (samavéaarsus eelmise
reaga, sammu vastavus Opitavale lahendusalgoritmile, vastusele esitatavate tingimuste taidetus).

Kui keskkond nGuab Sppurilt ainult Glesande 10ppvastuse sisestamist, siis ei tarvitse ta ise olla
vdimeline llesandeid lahendama. Ulesannete koostaja vdib koos lilesandega anda ette ka dige(d)
vastuse(d) ja programmi poolt piisab vdahem vdi rohkem intelligentsest Opilase ja Gpetaja vastuse



vordlemisest. Palju tdiuslikumat tagasisidet ja lahendussammude tegemiseks vajalikke nduandeid
andva keskkonna saame aga kokku panna siis, kui meie kdsutuses on Lahendaja - programmimoodul,
mis suudab Gppuritele antavaid llesandeid ise (eelistatavalt ssmmukaupa) lahendada. Niisiis kujutab
selle ilesannete kogu lilesannete lahendamine endast Lahendaja osade programmeerimist pdhikooli
matemaatika opikute eri valdkondade ilesannete jaoks. Muidugi sobivad paljude llesandetilpide
jaoks Lahendajaks arvutialgebra ja/voi diinaamilise geomeetria stisteemid (Wiris, Geogebra jne) ning
meie programmeerimisiilesanded tdhendavad ka nende siisteemide vaikeste komponentide
programmeerimist.

1.3 Ulesannete kogu suunitlus
Kdesolevas lilesannete kogus olevate llesannete teemad on saadud p&hikooli matemaatika Gpikute
Glesannetest. Niisugusel teemavalikul programmeerimisest huvitatud Gpilaste jaoks on mitu pShjust:

1) Pd&hikooli matemaatikal on olemas tdsine algoritmiline sisu, mida tulevased programmeerijad
peaksid tundma. Suur osa algoritmilisest sisust on dpikutes olemas ilmutatud kujul mitmesuguste
algebra llesannete lahendamise algoritmidena: tehted mitmekohaliste arvudega, naturaalarvude
algtegurite ja Uhistegurite leidmine, tehted murdudega, lineaarvorrandi lahendamine,
vorrandisisteemide lahendamise meetodid, tehted Uksliikmete ja hulkliikmetega. Pd&hikoolis
Opetatakse ka geomeetria algoritme: 10igu ja nurga poolitamine, ristsirge ja paralleelsirge
konstrueerimine jms.  Algoritmilise sisu peidetud osa moodustavad pohikooli 6pikutes
Glesanded, mida esitatakse ainult konkreetsete naidete kujul (kuidas mddta 3-liitrise ja 5-liitrise
anuma abil 7 liitrit vett?), milles nGutakse lahendust suuruste antud vaartuste jaoks, aga ei
raagita vaadeldavat tiiGpi llesande uldisest lahendusalgoritmist. Algoritmidest, mis niisuguseid
Glesandeid tldkujul lahendavad, saame raakida alles koos programmeerimisega, sest vahegi
mahukamate naidete korral on lahendamisel tekkiv arvutuste maht kirjaliku lahendamise jaoks
liiga suur.

2) Arvuteooria ja ka geomeetria olulised algoritmid tuuakse matemaatika kursuses sisse vdga vara
(V-VI klassis) ja nad jaavad siis tihti meelde mingi lubatud operatsioonide hulgana, mida voib
rakendada suvalises jarjekorras. Selle materjali Glhendamiseks programmeerimises vaadeldavate
algoritmidega on kasulik need teemad vahepeal lisandunud hariduse baasil lle vaadata ja
olulisemad algoritmid ka Idbi programmeerida. Teiselt poolt vGib aga Oelda, et teemad 3.5.2 ja
3.5.3 moodustavad selle {ilesannete kogu kdige sisukama osa.

3) Programmi kirjutamiseks on vaja detailsemat algoritmide kirjeldust, kui Opikud inimkasutaja
jaoks esitavad. Et programm toimiks Uheselt, peab programmeerija osa detaile tdiendavalt
fikseerima (kumma teguri kiimnendkohad korrutada teise teguriga, milline tundmatu on
asendusvotet kasutades modistlik esimesena avaldada, millal teha algoritmi kirjelduses
mitteesitatud avaldiste lihtsustamise samme jne). Detailide programmeerimine sunnib Gpilast
labi motlema definitsioonide detailid ja voimalikud lahendustes tekkivaid olukorrad, avaldiste
kirjutamise konventsioonid jms.

Ulesanded on iilesannete kogus toodud niisuguses jdrjestuses, nagu vastavad teemad dpikutes
esimest korda sisse tuuakse. Paljudel juhtudel on mingi klassi dpikust parinevale llesandele lisatud
keerukamaid variante, mis on parit jargmiste klasside materjalist. Konkreetsete arvuliste vaartustega
Glesandeid on dldistatud suvaliste arvuliste algandmete puhul téotava programmi koostamise
Ulesanneteks.



1.4 Kuidas iilesannete kogu kasutada
Ulesannete kogus on nii vaga lihtsaid kui ka olimpiaadiprogrammeerimise tasemega llesandeid. See
voimaldab llesannete kogu ka mitmel tasemel nii Opetajate kui dpilaste poolt kasutada:

1) Ulesannete leidmine valikainetes ja programmeerimise ringides lahendamiseks p&hikoolist kuni
tappisteadustele orienteeritud giimnaasiumiteni.

2) Ulesannete leidmine iseseisvaks programmeerimiseks péarast esialgsete tehniliste oskuste
omandamist.

3) Informaatika oliimpiaadideks valmistumise esimene tase, eriti pohikooli dpilaste jaoks.

4) ldeede leidmine koolides toimuvate programmeerimise olimpiaadide lilesannete jaoks.

Kindlasti ei ole see iilesannete kogu mdeldud kaanest kaaneni jarjestikku lahendamiseks. Ulesannete
kogu pohimaterjalina kasutav ringijuht véi Uksiklahendaja peaks lahendatavad llesanded valima
vastavalt klassi/enda algtasemele ja jdukohasele liikumiskiirusele. Sobiv vdib olla liikumine mingi
teemaga l4bi erinevate klasside materjali. Ulesannete valiku juures vdib abistada tabel, kus on antud
hinnangud (ilesande Uldise raskuse ja kolme lahendamisel sagedamini vajaliku komponendi raskuse
kohta: avaldiste slintaksi to6tlemine, arvutustes vajalik matemaatika (valemid, dpikualgoritmid jms)
ja lahendusalgoritmi valjaté6tamine. Slintaksi juures tdhendab tase 1 arvude, tehtemarkide jms
eraldamist fikseeritud slintaksiga avaldises, tase 2 lineaarse ehitusega avaldise (naiteks suvalise
liikmete arvuga summa) moistmist, tase 3 suvalise struktuuriga avaldise anallisi (erineva
prioriteediga tehted, sulud jms). Teiste komponentide raskuse hinnangud on rohkem subjektiivsed.

Oluimpiaadideks valmistumisel pakub kaesolev (ilesannete kogu algajate taset. Informaatika
olimpiaadidel on meil p&hikooli vistlusklass kill olemas, aga seal on seni lisna vdahe osavotjaid.
Peamine pdhjus on kindlasti programmeerimisdpetuse puudumine koolis ja vahene Opetajatelt
saadav toetus. Iseseisva t06 teeb raskeks ka sobivate llesannete puudumine. Kui Gpilane suudab
juba toimuvate oliimpiaadide Ulesandeid lahendada, voib ta leida palju allikaid edasiseks sobivate
Ulesannetega. Neid ei ole piilitud selles Glesannete kogus veel kord pakkuda. Aga matemaatikat ja
programmeerimist siduvate Ulesannete jaoks vajalik elementaarne tehnika on piitud samm-
sammult Iabi votta.

Monedes keeltes on standardfunktsioone (naiteks eval ja sort Pythonis), mis véimaldavad mingeid
selle lilesannete kogu llesandeid enam-vdahem lihe poordumise teel lahendada. On olemas ka teeke,
kus on realiseeritud algoritmid paljude tihti lahendatavate matemaatika tlesannete jaoks (vt nditeks
[4]). MGnede Ulesannete dige vastuse voib katte saada ka oma programmist mdne arvutialgebra
siisteemi poole poédrdudes. Oppimise jaoks tuleks selle {ilesannete kogu iilesanded lahendada
programmeerimiskeelte madala taseme funktsioone kasutades, ilma spetsiaalseid matemaatika
vahendeid rakendamata. Kill aga vdiks oma programmi testimisel llesannete vastuseid vérrelda
mingil muul usaldataval viisil saadud vastustega.

Kui Glesanne on lahendatud, siis soovitame uurida ka selle voi samateemaliste (ilesannete
ndidislahendusi. Sealt voib leida alternatiivseid programmeerimiskeele vahendeid ja algoritmilisi
votteid antud valdkonna lilesannete lahendamiseks.

1.5 Millest koosneb iilesanne
Selles llesannete kogus vGib llesanne sisaldada mitmeid komponente:
1. Teoreetiline sissejuhatus. Moistete definitsioonid, kasulikud valemid, teoreemid jms.



2. Ulesande liihisdnastus: antud-leida.

w

Detailsem sdOnastus: lahenduses lubatud sammude kirjeldused, sisendi ja véaljundi formaat,
sisendandmete voimalikud muutumispiirid ja valjundandmete vormistuselt néutavad tingimused.
Sisendi ja talle vastava valjundi ndited.

Soovitused lahendusalgoritmi ja/v&i algoritmi parameetrite valikuks.

Soovitused lahenduse testimiseks/mdned esialgsed testid peamiste juhtude jaoks.
Sisendandmete komplektid pdhjalikuks testimiseks.

O N v A

Naidislahendus (programm).

Teoreetiline sissejuhatus on tihti Ghine mitmest (ilesandest koosnevale teemale. Lihtsamad voi
monede eelnevatega analoogilised Ulesanded vodivad (lesannete kogus koosneda ainult
|GhisBnastusest. Sisendandmete tdpsema formaadi ja valjundi esituse peab siis programmi autor ise
enne programmeerimist fikseerima. Monede (lesannete sGnastus sisaldab mitut erinevate sisend-
ja/vbi valjundtingimustega maaratud varianti. Need variandid on tdhistatud vaikeste ladina
tahtedega: a), b), ... . Lahendusalgoritmi soovitused on tekstis paigutatud llesannetest eraldi.

Soovitame programmid koostada nii, et sisendandmed loetakse tekstifailist ja vastus salvestatakse
tekstifaili. See annab vGimaluse parast ootamatu vastuse saamist kontrollida, kas sisendandmed
vastasid kavatsusele. Saame ka lahendada samu teste parast programmi korrigeerimist uuesti, ilma
et teste peaks uuesti sisestama. Samuti saab keerulisemaid sisendandmed (keerukamad avaldised,
arvude massiivid jms) tekstifaili sisestada kdsureast mugavamat toimetamist véimaldavas keskkonnas
ja neid enne kasutamist Ule vaadata. Failidega suhtlev programm vdimaldab ka testimist
testimisserveris, nagu seda tehakse mitmetes programmeerimiskursustes ja informaatika
olimpiaadidel.

Soovitusi testimiseks ei ole antud kdigi tGlesannete jaoks. Kui neid ei ole, siis on nad tihti olemas juba
modne eelneva sarnase Ulesande juures.

Suur osa Ulesandeid on sGnastatud nii, et sisendandmetelt voib eeldada teatud matemaatilistele
tingimustele vastamist (on v&imalik antud arvuga taandada, leidub parajasti ks lahend vms).
Nendele tingimustele vastamist ei pea programm kontrollima, kui seda pole ndutud (lesande
sOnastuses. Selles llesannete kogus on palju lihtsaid Ulesandeid, kus sisendtingimuste kontroll vdib
olla isegi keerulisem, kui on llesande enda lahendamine. Paljudel juhtudel aga on kdige otsem tee
andmete sobilikkuse kontrolliks pdhijuhu labilahendamine. Lahendusalgoritmi programmeerimisel
vOib aga nendest eeldustest ka loobuda ja koostada programmi nii, et ta kontrollib tarvilikke
tingimusi ja annab vajadusel veateate sisendandmete kohta.

1.6 Ulesannete raskused

Ulesanded on iisna erineva raskusega: elementaarsetest kuni oliimpiaadideks sobivate {ilesanneteni.
Sealjuures on iga teema sees nii kergeid kui ka raskemaid llesandeid. Esitame raskuse hinnangud
tabelina, milles on neli veergu. Esimeses veerus on Ullesande summaarne raskus. Jargmised kolm
veergu sisaldavad hinnanguid kolmele komponendile, mis on mangus paljudes (aga mitte kdigis)
Glesannetes: avaldise silintaksi té6tlemine, matemaatiline keerukus, algoritmi programmeerimise
keerukus. Tlhi lahter tdhendab, et antud llesande lahendamiseks ei ole vastav komponent vajalik
(naiteks ei tootata avaldistega) voi on triviaalne.



Kui uurida informaatika olimpiaadide llesandeid, siis neist suurema osa raskuspunkt on just (piisava
kiirusega tootava) algoritmi koostamine. Aga piisava kiirusega t66tava algoritmi koostamine on just
see materjal, mille jaoks maailmas on olemas palju olimpiaadidest osavétjatele moeldud allikaid,
sealhulgas ka eestikeelne kaheosaline vdistlusprogrammeerimise Opik [4,5]. Kdesoleva (ilesannete
kogu Ulesannetes arvutamise kiirust eriti ei réhutata. Piisab Oige vastuse saamisest. Spetsiaalsete
graafidel pohinevate lahendusalgoritmide koostamine piirdub ainult nn laiuti otsinguga (vt lilesanded
jaotise 3.1 I0pus).
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7 Tundmatu leidmine vordest 1 1
8 Uhenimeliseks teisendamine 2 2
9 Murdude vorduse kontroll 1 1
10 | Murdude vordlemine 1 1
11 | Murd segaarvuks 1 1
12 | Segaarv liigmurruks 1 1
13 | Uhenimeliste murdude + 2 2
14 | Uhenimeliste segaarvude liitmine |2 2
Uhenimeliste segaarvude
15 |lahutamine 2 2
16 | Erinimel murdude + 3 |2 3 2
17 | Murdudega aditiivne vorrand 3 2 3 2
18 | 10-ndmurd harilikuks 2 2
19 | Harilik murd 10-ndmurruks 3 3 3
20 |Hariliku murru 10-ndlédhend 2 2
21 | Harilik £ kitmnendmurd 2 2
22 | *-lilesanded 2 2 2
23 | Harilike murdude korrutamine 2 2
24 | Korrutamine, ka segaarvud 2 2
25 | Osa leidmine arvust 1 1
26 |Poordarvu leidmine 2 2
27 |Harilike murdude jagamine 2 2
28 | Arv osa ja osamaadra jargi 2 2
2
vOi |2 VOi
29 | Murdudega avaldise vaartus 3 |3 2
VI-1 Kujundid 17 1 Lukke parameetrite leidmine 2 2
2 P6orde nurga leidmine 2 2
3 Peegelduse leidmine 2 2
4 Telgsimmeetrilisuse kontroll 2 2
5 1 alumine ja tGlemine hinnang 2 2
Tingimused kolmnurga kilgedele
6 ja nurkadele 1 1
Kolmnurga maaramine 3
7 elemendiga 4 4 2
8 Kuubi pinnalaotus? 4 4
9 Kiljed -kolmnurga liik (nurgad) 1 1
10 | Nurgad -kolmnurga liik (kaljed) 1 1
11 | Nurgad - kolmnurga liik (nurgad) |1 1
12 | 3 punkti - kolmnurk? 1 1
13 | 4 punkti - nelinurga tip 2 2
14 | Punktid - ruutude arv 3 3 3
15 | Punktid - ristkilikute arv 3 3 3
16 | Punktid - rombide arv 3 3 3
17 | Punktid - r66pkilikute arv 3 3 3
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VIII-1 Yksliikmed |5 1 Uksliikmete korrutamine 1 2 2

2 Uksliikmete astendamine 1 1

Uksliikmete korrutamine,
3 normaalkuju 2 2 2

4 | Uksliikmete jagamine 2 |2 2

Vabanemine negatiivsetest
5 astmetest 2 2 2

VIII-2

Hulkliikmed 10 Sarnaste liikkmete koondamine
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1 muutuja hulkliikkmete jagamine

1.7 Naidislahendused
Ulesannete koguga on kaasas ka mitmete erinevaid tehnikaid kasutavate iilesannete
naidislahendused keeles Python. Vastava llesande juures on siis antud ka naidislahenduse faili nimi.
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Naidislahendustes on kasutatud (mdnikord (ihe ja sama t66 tegemiseks) erinevaid Pythoni
vahendeid, et ndidata erinevaid vGimalusi. Enamus naidislahendusi on périt T.Kaljuste
bakalaureusetdost.

Nadidislahendused loevad sisendandmeid tekstifailist. Iga ndidislahendusega on kaasas liks sisendfaili
formaati demonstreeriv sisendfaili ndide. Oma programmi testimiseks tuleb muidugi koostada hulk
erinevate nimedega sisendfaile ja nende kasutamiseks modifitseerida programmi tekstis sisendfaili
nime. Naidisprogrammid valjastavad t66 tulemused ekraanile, lisades t66 paremaks jalgimiseks tihti
ka vahetulemusi, mida llesande tekst ei tarvitse nduda.

Oppimise eesmiérgil soovitame Ulesandeid lahendada esialgu ilma niidislahendusi vaatamata ja
poorduda nende poole alles siis, kui tekib vajadus mone konkreetse tehnilise probleemi lahenduse
leidmiseks. Ulesannete koguga té6tades on kavas lisada uusi nidislahendusi.

2 Testimisest

Paljudel selle llesannete kogu kasutajatel tuleb ise otsustada oma programmide korrektsuse ile.
Selleparast raagime enne llesannete juurde asumist natuke ka programmide testimisest. Testide
koostamise ja testimise kirjaoskus on vajalikud selleks, et leida oma programmist vigu ja need
parandada. Olimpiaadidest osavotjatel on vaja ka teada, kuidas koostatakse olimpiaadidel
lahenduste hindamise testid. Seal muidugi testitakse paljude llesannete juures peale vastuse digsuse
ka programmi tookiirust, andes ette erineva mahuga algandmeid. Meie siin programmi tddkiirust
eesmargiks ei sea ega testi.

Peatiikis 3 on enamiku Ulesannete juures ka soovitused p&hijuhtude testimiseks. Paljude (lesannete
jaoks on llesannete kogule lisatud ka fail, mis sisaldab musta kasti meetoditega (vt 2.1.3) koostatud
pohjalikumat testide komplekti. Oma programmi tdsisemaks testimiseks tuleks sellele lisada veel
valge kasti teste (vt 2.1.4), mis arvestavad seda, milliseid meetodeid on programmis kasutatud.

2.1 Testimise teooriast
Erialakirjanduses defineeritakse testimist jargmiselt:
Testimine on programmi téitmise protsess eesmdrgiga avastada vigu.

Niimoodi defineeritud testimine on destruktiivne tegevus ja vOib programmeerijale olla Usna
vastumeelne, kui testida tuleb enda kirjutatud programmi. Niisugune eesmark seatakse aga selleks,
et testija asuks tehtava t66 suhtes Oigele positsioonile. Kui tahame leida vigu, siis ka leiame neid
rohkem. Kui soovime ennast veenda, et meie programm tootab Gigesti, siis voib see veendumus
tekkida ka sellel pd&hjusel, et testimine pole olnud piisavalt pdhjalik. On ka selliseid
programmeerimisfirmasid, kus , huvide konflikti“ valtimiseks autor ise oma programme ei testi voi
koguni on olemas spetsiaalne testijate tiksus.

2.1.1 Testide koostamise meetodid

Testide koostamise meetodid on suhteliselt formaalsed ja nende jargimine vdimaldab vdahendada
riske, mis tekivad enda kirjutatud programmi testimisest. Alltoodud kaks meetodite klassi erinevad
selle poolest, millist informatsiooni kasutatakse testide koostamisel.

1. Musta kasti meetodid. Testid koostatakse lahendatava Ulesande pdhjal, programmi vaadatakse
kui musta kasti. Vaga lihtsate programmide/moodulite korral on vdimalik ammendav testimine
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(naiteks meniilis olevate kdigi valikute toimimise libiproovimine). Uldiselt jagatakse v&imalikud
sisendandmed sellisel viisil nn. ekvivalentsiklassidesse, et vahegi mdistlikult kirjutatud programm
peaks samasse klassi kuuluvate sisendandmete korral té6tama ihesugusel viisil.

2. Valge kasti meetodid. Teste koostatakse programmi sisemist ehitust (kasutusel olevad arvude,
sonede jms andmetiilbid, massiivide suurused, hargnemised, tilpiliste alamilesannete
lahendamise meetodid jms) arvestades.

Tosisema testimise jaoks koostatakse koigepealt algne hulk teste musta kasti meetoditega ja
lisatakse siis tdiendavalt teste valge kasti meetodite abil. Mdnedel juhtudel on ainult musta kasti
meetoditega piirdumine enam-vihem paratamatu. Airmine juht on siin see, kui kasutatakse
automaatset testimist, kus on eelnevalt koostatud teatud hulk sisendandmete komplekte ja testimist
juhtiv programm kaivitab testitava programmi iga komplektiga ning kontrollib valjundandmete
vastavust nGuetele. Automaatset testimist saab rakendada selliste tGlesannete korral, kus programmi
t66 tulemuseks on mingite muutujate vaartused vms, mida testiv programm ,,oskab“ kontrollida. Kui
kontrollitakse suure hulga Gpilaste voi tudengite kodutdid, siis tuleb kontrollijal samuti pohiliselt
jdada eelnevalt koostatud testide juurde, sest tal pole piisavalt aega igasse programmi slivenemiseks.
Muidugi voib selline testimine osutuda ebaadekvaatseks, kui Gppuri programm ei ole koostatud
meetoditega, mida testide koostamisel eeldati. Programmeerimise oliimpiaadidel testitakse tavaliselt
koiki lahendusi varem fikseeritud testide hulga peal. Igale testile on omistatud punktide arv, mida
selle testi Iabimine annab.

2.1.2 Testimise printsiibid
Testide koostamisel ja testimisel on kasulik arvesse votta jargmisi pohimotteid, mis kuuluvad tarkvara
tootmise klassikasse [2]:

1. Testi kohustuslik osa on oodatav dige vastus. Kui meil enne testi kdivitamist oodatavat vastust
valmis ei ole ja pliiame programmi poolt arvutatud vastuse Gigsust tagantjarele ,silma jargi”
hinnata, siis loeme tihti ka vigase vastuse digeks.

2. lga testi tulemusi tuleb pdhjalikult uurida. See kaib eriti selliste Glesannete kohta, kus tulemus on
keerulisema struktuuriga (meie temaatika puhul avaldised, jadad, tabelid ja eriti geomeetria
konstruktsioonid).

3. Testid tuleb kirjutada nii lubatud kui mittelubatud sisendandmete (meie teemade korral juhud,
kus antakse negatiivne vastus) kohta.

4. Teste ei tohi dra visata enne, kui programm on I6plikult valmis. Kui oleme programmi muutnud,
siis tuleb ka testid uuesti kdivitada. See muidugi tahendab, et testid peavad olema salvestatud
faili (programm voiks sisendandmeid sealt lugeda). Vastasel korral me peame samu andmeid
korduvalt sisestama ja me unustame osa teste ka ara.

5. Mingis programmi osas veel leiduvate vigade arv kipub olema proportsionaalne seal juba leitud
vigade arvuga, st programmi ndrgaks osutunud osi tuleb pdhjalikumalt testida.

6. Kui testite oma programmi, siis on kasulik arvestada, et vaevaliselt tekkinud vdi uute meetodite
Oppimist ndudnud programmi osas on tdendoliselt vigu rohkem.

7. Hea test vdimaldab mitte ainult vigu avastada, vaid ka lokaliseerida ja parandada.

2.1.3 Musta kasti meetodid

Meetod 1: Ekvivalentsiklassid
Ulesande jirgi saab tavaliselt leida teatud ,oskused”, mis programmil peaksid olema. Niiteks
Glesannet 3.1.9 lahendav programm peab oskama eraldada avaldises arve ja klisimarki, leida sdnena
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esitatud arvu vaartuse, vaadelda vordusmargi ja tehtemarkide vdimalikke asendeid, teha otsust
lahendi puudumise kohta.

Iga sellist oskust vaadeldes saab véimalikud sisendandmed jagada klassidesse nii, et samasse klassi
kuuluvate andmete korral teeb programm vaadeldavat t66d t6enaoliselt (s.t. kui ta kasutab vahegi
maistlikku meetodit) samal viisil. Jarelikult selle oskuse kontrolliks piisab anda igast sisendandmete
klassist (iks test.

Naide: Tehtemargi panemine @ asemele

Antud: sone kujul a @ b § ¢ kus a, b ja c on naturaalarvud ning § on vordlusmark

(<, <,=,2 voi >).

Leida: sobiv tehtemark @ kohale (+ vai -).

Markus. VGib leiduda ka mitte Ghtegi voi mitu Giget vastust.

Pohijuhtude testimine (ideed ekvivalentsiklasside jaoks). Vaadata igal kohal Iabi nii Ghe- kui
mitmekohalised arvud, samuti 0. K&ik vdimalikud v&rdlusmérgid. Oige vastus: pole/-/+/mdlemad.
Oskused:

1. Arvude ja markide asukoha eraldamine

2. Arvude vaartuse leidmine.

3. Vordlusmargi kehtivuse kontroll.

4. Sobiva tehtemargi valik v6i mittelahenduvuse otsuse tegemine.

Esimese oskuse pdhjal peame vaatlema klasse, kus on ihekohalised/mitmekohalised arvud igal
positsioonil, samuti 0. Teise oskuse kontrolliks tuleb samuti vaadelda nii Gihekohalisi/mitmekohalisi
arve ja nulli. Kolmanda oskuse jaoks on vajalikud testid, kus on kdik vdimalikud voérdlusmargid.
Neljanda oskuse kontrolliks on vajalikud juhud, kus sobiv mark: ei leidu/+/-/md&lemad.

Parast klasside maaramist tuleb:

1) Katta lubatud klassid minimaalse arvu testidega (ks test vGib katta iga oskuse jaoks mingi klassi).
2) Koostada iga mittelubatud klassi jaoks oma test. Kui negatiivse otsuse jaoks on mitu vGimalikku
pohjust, siis negatiivne otsus esimesena kontrollitaval p&hjusel tdhendab tavaliselt, et programm
jargmisi pohjusi enam ei kontrolli ja tagapool asuvad programmi osad jadvad testimata.

Meetod 2: Piiride kontroll
Programm vodib klasside piiril asuvad andmed paigutada valesse klassi ja arvutada tulemuse vale
reegli jargi. Seda voib pohjustada naiteks:

1) eksimine range ja mitterange vérratusmargi vahel,
2) +1 tllpi vead tslklite piiridel,

3) arvutusvead reaalarvudega arvutamisel,

4) probleemid vaga suurte ja vaga vaikeste arvudega.

Testimisvajadused:

1) Testid iga piiri jaoks tapselt piiril oleva vaartusega ja kummalgi pool piiri [ahedal.
2) Kui on tegemist mingi jadaga, siis testida esimest ja viimast elementi,
3) Suured, vaikesed ja ligikaudu piiril asuvad vaartused.
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Piiride kontroll voib mdnede (ilesannete puhul nduda UGsna suurt arvu teste. Vaadelda tuleb nii
sisend- kui valjundandmete piire.

Meetod 3: Oletused vigade kohta

Kogenud testijad leiavad peale Uldiste meetodite veel antud Ulesande jaoks sobivaid meetodeid
vigade leidmiseks. Naiteks kellaaegade puhul teisendused 60-ndsiisteemi ja 10-ndsiisteemi vahel,
trigonomeetrias teisendused kraadide ja radiaanide vahel.

2.1.4 Valge kasti meetodid

Programmi teksti uurides selgitatakse valja programmi struktuur: hargnemised, suunamised, tstiklid,
alamprogrammid. Selle pohjal koostatakse testid, mis arvestavad programmi ehitust.

Meetod 1: Harude katmine. Testimisel peab iga kdsk programmis olema té6tanud vdahemalt Ghe
korra.

Meetod 2: Otsustuste katmine. Iga otsustus peab testimise ajal olema tehtud igas véimalikus suunas
vahemalt tGhe korra.

Selliste algandmete konstrueerimine, et suure programmi sees satutaks teatud harusse voi
vahetulemused viiksid teatud otsustusele, vGib olla keeruline. Test ise vdib tulla vigane. Testi
kontrollimiseks saab silumisvahenditega programmi tditmise enne otsustuse tegemist
(alamprogrammi tditmist jne) peatada ja vaadata, kas muutujatel on oodatud vaartused. Saab
kasutada ka lokaalset kontrolli, kirjutades silumiseks/testimiseks kestprogramme, mis so6davad
programmi osale ette vajalikke vahetulemuste vaartusi.

2.1.5 Tiitipvead

Testimise ja silumise alases kirjanduses soovitatakse vigade lokaliseerimiseks pooérata tdahelepanu
jargmistele kisimustele:

1) Kas koik muutujad on algvdartustatud? Kas tsiikli korduval Iabimisel tuleb muutujaid uuesti
algvaartustada?

2) Kas massiivide kasutamisel indeksite vaartused on alati deklareeritud/kavatsetud piirides?
Monedes programmeerimiskeskondades saab kompileerimisel indeksite vaartuste lubatavuse
kontrolli sisse/vilja lulitada.

3) Kas kasutusel on antud alamprogrammis vG&i valjaspool deklareeritud muutuja?
Tihti on paljukasutatud muutujad 1, J, ... olemas ka valjaspool alamprogrammi ja vdidakse
kasutada/muuta nende vaartusi, kui see muutuja alamprogrammis deklareeritud pole..

4) Kas sisendandmed loetakse Gigest failist?
5) Kas jagaja vaartus saab olla 0?
6) Kas taisarvulise muutuja vaartus saab lletada tudbi piiri?

7) Kas vahetulemused on tilpide piirides? Millist tidpi on vahetulemused/osaavaldiste vaartused
(reeglid s6ltuvad programmeerimiskeelest)?
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Matemaatika Ulesannete programmeerimisel tekib tihti olukord, kus meil on mitu muutujat
(muutujate paari jne), mis véivad Glesandes mangida sama rolli. Naiteks kui kontrollime, kas tippude
koordinaatidega ette antud kolmnurk on vérdhaarne, siis voivad haaradeks olla suvalised kaks kiilge.
Keerulisemate llesannete korral voib aga variante olla mitte kolm, vaid palju rohkem. On olemas oht,
et pohimotteliselt oskame llesannet kill lahendada, aga jatame kontrollitavasse tingimusse mdne
muutujate kombinatsiooni kirjutamata voi teeme vigu, kui paljundame tingimuse osi Copy/Paste abil.
Testimise jaoks tdhendab see, et testid peavad (ihtviisi katma kdiki variante (mdnikord kiimneid).
Oma programmi teksti inspekteerimisel tuleks aga veenduda, et tingimustes on kirjas dige arv
variante.
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3 Ulesanded

Ulesanded on iilesannete kogus toodud niisuguses jirjestuses, nagu vastavad teemad matemaatika
Opikutes alates | klassist esimest korda sisse tuuakse. Paljudel juhtudel on llesande lihtsaimale
variandile lisatud keerukamaid variante, mis vdivad olla parit jargmiste klasside materjalist voi
saadud esialgse variandi Uldistamise teel. Mis puutub programmi koostamiseks vajalikke teadmisi,
siis paljud Ulesanded on nooremate klasside dpikutes esitatud lahendamiseks mingite konkreetsete
arvuliste andmetega. Aga selles ilesannete kogus ndutakse programmi, mis lahendab (lesande
suvaliste (antud piirides asuvate) algandmete korral. Uldise algoritmi koostamiseks v&ib olla tarvis
tunda keskkooli vanemate klasside voi koguni llikooli matemaatikat. Koos lilesannetega on tihti ka
vajalik teoreetiline materjal.

Paljude loomulike tilesannete puhul on véimalikud erijuhud, kus Ulesandes ndutud suurusi ei saagi
leida (kahte punkti ldbiva sirge tSusu leidmine, kui punktid Ghtivad) voi neil pole (ilesandes
vaadeldavat motet (kahte punkti ldbiva sirge konstrueerimine samas olukorras). Selliste olukordade
ettendgemine ja rakendusprogrammidele vastavate reaktsioonide programmeerimine on
programmeerijate jaoks tdhtis oskus, mis voimaldab valtida torgete tekkimist programmide t60s.
Selles (ilesannete kogus on monede Ulesannete tekstis 6eldud, et sisendandmed ei sisalda
niisuguseid erijuhte. Mdéned (lesanded nduavad otseselt kontrolli, kas on tegemist erijuhuga voi
mitte. Paljudel juhtudel pole aga illesande tekstis erijuhtude véimalikkust soovitud meelde tuletada.
Nende olemasolust arusaamine ning kasitlemise viis (mida sellisel juhul valjastada jms) on jdetud
Glesande lahendajale. Monede selliste Glesannete puhul on erijuhtudest radgitud testimissoovitustes.
Lahendust programmeerides oleks soovitav neid ndpunditeid vaadata alles pdrast programmi
valmimist ja esialgset oma testidega testimist.

3.1 1Kklass

Esimese klassi matemaatikas on algul vaatluse all Ghekohalised positiivsed arvud, edasi null ja
kahekohalised arvud. Programmeerimise jaoks pole need kitsendused tegelikult olulised. Loomulikul
viisil kirjutatud programm lahendab sama ulesande ka suuremate arvude jaoks. Suurem osa jaotise
3.1 Glesannetest on Usna lihtsad.

Osutub, et juba esimeses klassis lahendatakse ka mitmete Gsna oluliste algoritmiliste llesannete
viikesi erijuhte. Ulesanded 10, 14, 15 ja 18 seavad eesmirgiks koostada programm, mis lahendab
antud tulpi Glesande suvaliste arvuliste algandmete korral. Need llesanded on eelmistest palju
raskemad ja enne nende juurde asumist tuleks lahendada hulk jargmiste klasside matemaatikal
baseeruvaid vahepealse keerukusega Ullesandeid. Nendele Ulesannetele on lisatud ka soovitusi,
kuidas valida andmestruktuur ja kuidas panna t66le etappide kaupa tootav algoritm.

1. Arvude vordlemine
Antud: kaks taisarvu a ja b.
Leida: Milline vordlusmark (" <’,” =’ voi’ > ’) sobib nende vahele.

2. Liitmistehte tulemuse leidmine

Antud: avaldis a + b, kus a ja b on naturaalarvud.
Leida: summa a + b.
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10.

Vorduse a + b = ¢ puuduva liikkme leidmine

Antud: vordus kujul a + b = c, kus kolmest liikmest a, b ja c kaks on naturaalarvud ja kolmas on
tundmatu x.

Asendada x sellise arvuga, et vordus kehtiks (negatiivne vaartus teise liidetava jaoks panna
sulgudesse).

Naited: sisendi 1 + x = 10 puhul véljastada 1 + 9 = 10, sisendi 10 + x = 1 puhul

10 + (—9) =1, sisendix + 10 = 1 puhul =9 + 10 = 1.

Lahutamistehte tulemuse leidmine
Antud: avaldis a — b, kus a ja b on naturaalarvud.
Leida: vahe a — b.

Vorduse a — b = ¢ puuduva liikme leidmine (koos mittenegatiivsuse kontrolliga)

Antud: vordus kujul a — b = ¢ , kus kolmest liikmest a, b ja c kaks on taisarvud (voivad vajadusel
olla sulgudes) ja kolmas on tundmatu x.

Asendada x sellise arvuga, et vordus kehtiks (vajadusel panna x vaartus sulgudesse).

Vordlusmargi panemine tehte tulemuse ja arvu vahele

Antud: sone kujula @ b § c kus a, b ja c on naturaalarvud ning @on pluss or miinus.
Leida: sobiv vordlusmark é kohale (<, = vGi >).

Lahendus. (I_6) Vordlusmargi valimine.py

Tehtemargi panemine @ asemele

Antud: sone kujula @ b § c kus a, b ja ¢ on naturaalarvud ning § on vordlusmark (<, <, =, >
voi >).

Leida: sobiv tehtemérk & kohale (+ voi -).

Markus. VGib leiduda ka mitte Ghtegi voi mitu Giget vastust.

Tehtemargi ja vordlusmargi valik

Antud: sone kujul a? b? ¢, kus a, b ja c on naturaalarvud.

Panna (ihe kiisimargi asemele tehtemark + vdi — ja teise kiisimargi asemele vérdusmark, nii et
vordus kehtiks.

Léikude summa pikkus (Uhikutega)

Antud: kahe 16igu pikkused. Formaat: a meetrit b detsimeetrit c sentimeetrit d millimeetrit, kus
a, b, c ja d on naturaalarvud, nulliga vorduvad komponendid vdivad puududaja b,c,d < 10.
Leida: nende IGikude summa pikkus (samas formaadis).

Summa saamine arvutusrahadega

Esimese klassi Opikus on llesanne:

Laduda arvutusrahadega lauale 31 senti. Kasutada on arvutusrahad vaartusega 50, 20, 10, 5ja 2
senti.

Kuidas otsida lahendust?

Vaatame Ulesannet pisut laiemalt ja selgitame valja kéik summad, mida tldse antud
arvutusrahadest saab moodustada (ja mis ei lleta 31). Leiame jarjestikku summad, mida on
voimalik saada 0, 1, 2, ... arvutusrahaga. Kui mingi rahade arvu juures saame summa 31, on
Glesanne lahendatud ja vastus positiivne.

Rahade arv 0 annab ainsa summa 0. Uhe rahaga saab lauale panna summad 20, 10, 5 ja 2 senti
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11.

12.

13.

14.

(50 on suurem kui 31). Esimesest (ihe rahaga summast saame 2 rahaga summad 30, 25 ja 22
senti. Summast 10 saame uute summadena 15 ja 12 senti, summast 5 saame 7 ja summast 2
saame lisaks 4. Kahe rahaga summadest saame kolmandat minti lisades uued summad 27, 24,
17, 14, 9 ja 6. Neljanda rahaga lisanduvad 29, 26, 19, 16, 11 ja 8. Viiendat raha lisades jduame
otsitava summani 31. Arvutuslikult vGime protsessi organiseerida nii, et omistame jarjendi
Vajalik[0], ... ,Vajalik[i], ... Vajalik[31] elementidele vaartuseks minimaalse mintide arvu,
millega on voimalik saada summa i. Algvaartusteks vdime panna naiteks 32, mis vastusena on
vOimatu. lga miintide arvu k juures vaatame Ule kdik summad, mida saab moodustada k — 1
mundiga, ja asendame vaartusega k koik jarjendi elemendid Vajalik[i] = 32, kus i vib saada
(k — 1)-liikmelisest summast, lisades mingi miindi vaartuse. Et parast oleks lihtsam
arvutusrahade komplekti esitada, voib eraldi jarjendisse meelde jatta ka summa i saamiseks
viimasena lisatud miindi vaartuse.

On ka voimalik, et tilesandes lubatud arvutusrahadest ei saagi nGutavat summat moodustada.
Otsingu voime katkestada, kui mingil etapil k ei teki Ghtegi uut summat, mille jaoks minimaalne
rahade arv oleks k.

Kirjeldatud otsingumeetod (seda nimetatakse laiuti otsinguks) vGimaldab lahendada ndutava
summa saamise lilesannet suvaliste algandmete korral ja annab 6piku tlesandele , optimaalse”
lahendi, milles on vahim véimalik arv arvutusrahasid. Oleme valmis jargmise programmeerimis-
Ulesande lahendamiseks:

Antud: ndutav IGppsumma ja arvutusrahade vaartused.

Leida: (voimalikult lihtne) arvutusrahade valik, mis annab ndutud summa.

Lahendus. (I_10) Muutujaga avaldise vaartus.py

Leida summade tabel 10-ni.
a) Trikkida summade a+b tabel liidetavate a,b = 1 ... 10 jaoks.

Viljenda detsimeetrites ja sentimeetrites

Antud: objekti pikkus meetrites, detsimeetrites ja sentimeetrites.
Viljendada see pikkus detsimeetrites ja sentimeetrites.

Nadide. Kui sisend on 13 meetrit 7 detsimeetrit 6 sentimeetrit,

siis peab véljund olema 137 detsimeetrit 6 sentimeetrit.

Naddalapaevade liitmine ja lahutamine
Antud: nddalapaev ja pdaevade arv a.
Leida: milline nadalapaev

a) on a paeva parast,

b) oli a paeva eest.

Veehulga mddtmine antud mahuga anumaid kasutades

Vett vGetakse kraanist ja on vaja valada potti teatud hulk vett (poti maht pole teada, aga ta on
piisavalt suur). Vee mootmiseks saame kasutada kahte teadaoleva mahuga anumat. MGotmise
igal sammul vdime kallata mingi anuma teisest anumast/potist voi kraanist tais voi kallata mingis
anumas oleva kogu vee ara/teise anumasse/potti.

Naitena vaatleme 1. klassi dpikus olevat konkreetset lilesannet: Kuidas saada potti 7 liitrit vett,
kui saame kasutada 3-liitrist ja 5-liitrist anumat?

Kui kujutame anumates ja potis olevaid veehulki arvude kolmikutena, siis véime m&6tmisel teha
jargmised sammud:

(0,0,0)
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15.

16.

(0,5,0)

(0,0,5)

(0,5,5)

(3,2,5)

(3,0,7)

Kuidas otsida lahendust? On selge, et anumates olevad veemahud on alati tadisarvulised, seega
vOime moodtmisprotsessi vbimalikke seisundeid kujutada naturaalarvude kolmikutega (0,0,0),...,
(3,5,7). Otsingul putame iga sammude arvu jaoks leida seisundid, milleni voime sellise sammude
arvuga jduda. Seisundi (0,0,0) sammude arv on 0. Uhe sammuga vdime jduda seisunditeni (3,0,0)
ja (0,5,0). Nendest seisunditest saab teise sammuga jouda seisunditeni (0,3,0), (0,0,3), (3,5,0),
(3,2,0) ja (0,0,5). Nendest seisunditest kdikvGimalikke samme tehes saame leida kolme sammuga
saavutatavad seisundid jne. Kui jduame seisundini, kus kolmas komponent on 7, oleme saanud
lahenduse (ja selleks vajaliku minimaalse sammude arvu). On ka véimalik, et etteantud anumate
mahud ei vbimaldagi eesmarki saavutada. Negatiivne vastus tuleb anda, kui mingil etapil n ei teki
uusi seisundeid.

Uldjuhu programmeerimise iilesande v8ime sdnastada jargmiselt:

Antud: vajalik vee maht potis a ja

a) kahe méotmisanuma mahud b ja c,

b) kolme m&6tmisanuma mahud b, c ja d,

c) mé6tmisanumate arv m ja nende m anumate mahud.

Leida: sellise voimalikult lihikese mootmisprotsessi kaik (seisundite jada), mille tulemusena
moddetakse a liitrit vett vdi saadakse negatiivne vastus.

Kangkaaludega kaalumine

Esimese klassi dpikus on ulesanne: Kuidas saab 5 kg ja 2 kg vihiga kaaluda 3 kg tangu?

Selles tlesandes on mdeldud kaalumist kahe kaalukausiga kangkaaludega, kus saab vihte panna
mdlemale kaalukausile. Antud ndite korral vdime Uhele kaalukausile panna 5 kg vihi, teisele 2 kg
vihi ja kaaluda siis sellel kausil 3 kg tangu. Uldjuhul tuleb otsida vihtide sellist paigutust, et
kaalukaussidel olevate vihtide kaalude vahe oleks vordne kaalumisele kuuluva raskusega .
Antud: vajalik kaalumisel saadav kogus a ja

a) kahe kaaluvihi kaalud,

b) kaaluvihtide kaalud (v6ib olla rohkem kui 2 erinevat vihti),

c) kaaluvihtide kaalud ja antud kaaluga vihtide arvud.

Leida: vihtide sellised mittelGikuvad osahulgad, et nende kaalude vahe oleks a ihikut (m&ned
vihid vbivad ka kasutamata jaada).

Kommentaar. Ulesannet saab mitmes suunas ildistada.

1) Saab lubada kaalumist osade kaupa, nditeks saame kaaluda 6 = 3 + 3 kilogrammi.

2) Vahemalt puisteainete puhul saaks lubada , lisavihtide” valmistamist kaalutavast ainest
(midjad turul teevad seda). Ulatoodud néite korral saaks tekitada isegi 1 kg vihi ja edasi saaks
juba kaaluda suvalise taisarvulise koguse.

Jareldamine kahest vOrratusest

Antud: kaks vGrratust voi vordust arvude a, b ja ¢ vahel, mis kirjeldavad kahte erinevat erinevate
komponentidega arvude paari.

Leida: Sisendist jarelduv maksimaalselt tugev vdrratus/vdrdus kolmanda paari kohta (kui
voimalik).

Néited. Kui nditeks a < cjaa > b, siissaame b < c. Kuiagaa < b jaa < c, siis voivad b ja c olla
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17.

18.

suvalises vahekorras.

Kommentaar. Uldiselt v8ib nii ihest kui kahest erinevast sisendseosest koos tuleneda vastuolu.
Naiteks a < a voia < b ja b = a on vastuolulised sisendid. Selle tlesande tingimused muutujate
kohta sisendseostes ei vdimalda vastuolu. Ulesande lahendamiseks tuleb selgeks teha, millisel
juhul saame kahest seosest midagi uut jareldada. Uks muutuja esineb mélemas seoses ja midagi
uut voib jarelduda kahe lilejdanud muutuja seose kohta. Kui vahemalt lks seostest on vordus, siis
on jarelduse tegemine lihtne. Naiteks kui a < b ja b = c, siis ka a < c. Kaks v8rratust paigutavad
kaks Ghekordselt esinevat muutujat kas tihele poole kolmandat vai teise teisele poole. Viimasel
juhul saame rakendada voérratuse transitiivsust.

Vorduste ja vOrratuste tabel

Sisendi esimesel real on naturaalarvud m jan, kus m < 6 jan < 10. Teisel real on n UGksteisest
komaga eraldatud v&rdust/vorratust/mittevérdust muutujate vahel, kus muutujateks on m
esimest ladina tahestiku vaiketahte, vordlusmargid on kujul <<, <=,==,>=,>>1 =

a) sisend koosneb ainult vordusseostest,

b) sisend koosneb ainult vérduse ja mittevérdumise seostest,

c) sisend koosneb ainult rangetest ja mitterangetest vGrratustest,

d) sisend koosneb ainult vérdustest ja vOrratustest,

e) sisendis voivad esineda koik tlaltoodud seosed.

Leida iga muutujate paari jaoks sisendist jarelduv tugevaim seos ja véljastada tulemus m X m
tabelina vastavalt nditele, seoste vahel reas on koma. Kui mingite muutujate x ja y seose kohta ei
jareldu sisendist midagi, siis kirjutada tabelisse x? 7 y. Kui sisend on vastuoluline, siis kirjutada
valjundi ainsale reale VASTUOLU.

Ndide. Kui sisend on

43

a<=b, a<=c, c<<d,

siis valjund peab olema

a==a, a<=b, a<=c, a<<d

b>=a,b==b,b??c,b??d

c>=a,c??b,c==c, c<<d

d>>a,d??b,d>>c,d==d

Kuidas lahendada? Tabeli jaoks vBiks moodustada kahetadhelistest vordlusmarkidest koosneva
m X m s6nemassiivi ja kirjutada sinna kisimargid ja diagonaalil asuvad vordused.

Edasi viks programm koosneda etappidest, kus vaadeldakse jarjekordset sisendis olevat seost ja
lisatakse tabelisse kdik voimalikud jareldused vdi teatatakse vastuolust. Jarelduste saamiseks
tuleb uut seost vorrelda vastavas lahtris juba olemasoleva seosega, rakendada simmeetriat,
rakendada transitiivsust (vaadeldes k&iki juba tabelis olevaid seoseid, kus esineb vahemalt (ks
uue seose muutujatest). Kui mingisse lahtrisse saadakse uus tugevam seos, siis tuleb ka temast
lahtudes teha kdikvdimalikud jareldused. Uuest seosest |ahtuva etapi saame I6petada, kui uusi
jareldusi enam juurde ei tule. Iga jareldus tdhendab tabeli lahtris oleva seose asendamist
tugevamaga ja jarelduste ahelas saab olla ainult 16plik arv seoseid

(7?7 > mitterange jarjestus = range jarjestus vdi vdrdus — vastuolu).

Kivimite jagamine kaalult vordseteks hulkadeks

Antud: kivimite arv, igaihe kaal (taisarv).

Leida: Kas ja kuidas saab kivimid jagada kahte vordse kaaluga ossa?

Algoritmist. Otsime sellist osahulka, mille kaal on pool summaarsest kaalust. Osahulga otsimisel
vOime kasutada rekursiooni voi Uksteisesse sisestatud tsiikleid, kus jarjekordset kivimit
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paigutatakse osahulka 0 korda v&i 1 kord. Kivimite lisamise voib |6petada, kui osahulk kaalub juba
liiga palju. On selge, et nii vaadatakse labi kuni 2™ varianti, kus n on kivimite arv.
Lahendus. Rekursiooni kasutav lahendus on failis (I_18) Kivimid pooleks.py

3.2 Il klass

1.

Summa maksmine antud miintidega

Antud: maksmisele kuuluv summa a ja maksjal olevate mintide hinnad (ihesuguseid minte voib
olla rohkem kui Uks).

Leida: koik voimalused, kuidas saab maksta summa a.

Nadide. Vajalik summa on 21 senti, maksjal on miindid 20, 20, 10, 5, 5, 2, 2, 2, 2 senti.

Markus. Erinevalt varasemast arvutusrahade Ulesandest tuleb siin arvestada ka ihesuguse
vaartusega mintide arvudega.

Jarjestamine pikkuse jargi

Antud: laste arv, laste nimed ja pikkused.

Jarjestada lapsed pikkuse kasvamise jargi.

Selle tlesande lahendamine kuulub tavaliselt programmeerimiskursusesse.

Kellaajale minutite liitmine

Antud: kellaaeg (tunnid ja minutid) ja ooteaeg a (minutites, vaiksem kui 24 tundi).
Leida: kellaaeg a minuti parast.

Lahendus. (lI-3) Kellaaeg+minutid.py

Vordsete liikmetega summa valjendamine korrutisena

Antud: avaldis kujul a; + --- + ay, kus a4, ..., a; on naturaalarvud, k>0.
Valjendada summa kujul

1) k * a, kui summa kdoik liikmed on vordsed,

2) ky xaq + -+ k,, * a,, kui summas esineb n erinevat liidetavate vaartust.
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3.3 III klass

1.

Suvalise jarjendi sorteerimine
Antud: jarjestatavate arvude arvnja arvud a4, ..., a,.
Jarjestada arvud mittekahanevalt.

Tehted detsimeetrite ja sentimeetritega

Antud: kahe I3igu pikkused (detsimeetrid ja sentimeetrid).

Leida: |16ikude summa ja vahe pikkused.

Testimisest. Peale peajuhu testide veel: testid, kus 18igu sentimeetrite/detsimeetrite arv on
null; testid, kus sama tekib vastuses; kaks vérdset |6iku.

Mitmel erineval viisil saab ostu eest tasuda?

Antud: ostu hind (sentides), ostjal olevate miintide arvn (n < 10) ja mintide vaartused
my, ..., M, (sentides, ihesuguseid v6ib olla mitu).

Leida: mitmel erineval viisil saab ostu eest nende miintidega tasuda (sama vaartusega
miindid loetakse siinjuures vordseteks).

Testimisest. On vaja teste erineva ostjal olevate miintide arvuga, voimalusega moodustada
sama summa erinevatest kahest/kolmest miindist, teste erinevate vastustega.

Kirjutada arvud 1,1,1,2,2,2,3,3,3 3x3 ruudustiku ruutudesse, nii et
a) ridade ja veergude summad on vordsed,

b) ridade, veergude ja diagonaalide summad on vordsed,

c) igas reas, igas tulbas ja igas diagonaalis oleks 1,2 ja 3

vdi anda vastus VOIMATU.

Voéluruudu kontroll

Antud: a) 3x3 naturaalarvu,

b) 4x4 naturaalarvu,

c) 5x5 naturaalarvu.

Leida: kas arvud moodustavad véluruudu, kus

a) ridade ja veergude summad on vordsed,

b) ridade, veergude ja diagonaalide summad on vérdsed.

Testimisest. Vaja on nii positiivse kui negatiivse vastusega teste. Negatiivne vastus vaiks tulla
erinevate ridade/veergude/diagonaalide t&ttu. Variandi b) jaoks on vaja ka teste, kus variandi
a) tingimus on tdidetud.

Lahendus. (l11-5) Voluruudu kontroll.py

Voluruudu ehitamine antud arvudest

Antud: n? naturaalarvu (mdned vdivad olla ka v&rdsed).

Paigutada need arvud n X n ruudustikku nii, et tekiks véluruut, kus

a) ridade ja veergude summad on vordsed,

b) ridade, veergude ja diagonaalide summad on vérdsed.

Sisend. Sisendfaili ainsal real on n? tiihikutega eraldatud naturaalarvu.

ajn =3,

b)n = 4.

Valjund. Valjundfaili esimesele reale viljastada tihikutega eraldatuna ihe vdimaliku
vOluruudu esimese rea elemendid, teisele reale voluruudu teise rea elemendid jne. Kui antud
arvudest ei saa voluruutu moodustada, siis valjastada EI SAA.
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10.

Nduanne. Ulesannet on n = 3 jaoks vdimalik (isna lihtsalt lahendada variantide
labiproovimise teel, aga huvitavam oleks meetod, mida saaks rakendada ka suureman
korral.

Teisendamine: meetrid, detsimeetrid, sentimeetrid, millimeetrid

Antud: Mingi objekti pikkus (meetrid, detsimeetrid, sentimeetrid, millimeetrid) ja méotihik,
millesse tuleb pikkus teisendada. Pikkuse komponendid on esitatud naturaalarvudena koos
Ghikuga, nulliga vorduvad komponendid vdivad puududa.

Leida: Objekti pikkus sisendis nGutud Uhikutes (ei tarvitse olla taisarv).

Ndide. Kui sisendiks on 3 m 25 cm 6 mm ja ndutav tUhik dm, siis valjund peab olema

32,56 dm.

Testimisest. On vaja teste, kus esinevad/vorduvad nulliga/puuduvad sisendi erinevad
komponendid

Korrutustabel
Triikkida korrutustabel teguritega 1 ... 10 nii, et vastavad kiimnendkohad oleks liksteise all.

Jaagiga jagamine

Sisend. Avaldis a: b, kus a ja b on naturaalarvud, b > 0.

Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale jagatise tdisosa ja kui arvud ei jagu tapselt, siis
lisada JAAK ...

Homne kuupaev

Antud: tdnane kuupdev (formaadis paev. kuu) ja informatsioon aasta kohta (+ véi — vastavalt
sellele, kas on lisapdeva-aasta).

Leida: homne kuupéev.
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3.4 1V Kklass

1. Kas koiki numbreid on kasutatud?
Leida, kas antud arvudes on kasutatud kdiki numbreid.
Sisend: Sisendfaili real pikkusega kuni 80 siimbolit on tihikuga eraldatud naturaalarvud.
Valjund: Kui arvudes on kasutatud k&iki numbreid, siis JAH.
Kui pole, siis: PUUDUVAD <puuduvad numbrid kasvavas jarjekorras>.

2. Suuruselt teine arv
Leida arvujada suuruselt teine arv.
Sisend: Sisendfaili real pikkusega kuni 80 siimbolit on tiihikuga eraldatud naturaalarvud.
Valjund. Suuruselt teine arv arvujadas.
Nouanne. See (ilesanne on nn tsiikli invariandi kohta. Tsiikli invariant on see info, mida
programm sdilitab seni labitud jada osa kohta. Kindlasti peab ta sisaldama jada senist teise
suurusega liiget, aga ka véimaldama selle muutmist kdikidel juhtudel, mis jargmiste liikkmete
vaartused voivad tekitada.
Testimisest. Testid peaksid sisaldama juhte, kus
- jada suuremad liikkmed on k&ik erinevad,
- mOned suuremad liikmed (erinevates kombinatsioonides) on omavahel vordsed,
- vastus tekib juba tsikli invariandi algvdartustamisel,
- tstikli invariandi muutujate vaartusi tuleb muuta mdned korrad véi palju kordi.
Lahendus. (IV-2) Suuruselt teine arv.py

3. Tingimustele vastavate arvude moodustamine
Moodustada antud numbrikaartidest véimalikult suur 5-kohaline arv ning vahim 2-ga jaguv arv.
Sisend: Sisendfaili real pikkusega kuni 80 siimbolit on tiihikuga eraldatuna numbrikaartidel
olevad numbrid (iks number v3ib esineda mitmel kaardil).
Valjund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale neist numbritest moodustatud véimalikult suur 5-
kohaline arv ja teisele reale vahim 5-kohaline 2-ga jaguv arv.
Soovitus. Moodustada selle lilesande jaoks ise erinevaid tingimusi.

4. Varvitud kuupidest koosneva kujundi vaade
Kujund on moodustatud varvilistest Ghikkuupidest, kus iga kuubi kdik tahud on sama varvi. Varvid
on tahistatud numbritega 1-9. Kujund asub koordinaatteljestiku osas, kus kuupide koordinaadid
rahuldavad vorratusi1 < x,y,z < 5.
Sisend. Sisendfaili esimesel real on kuupide andmeid esitavate ridade arv n ja jargmisel n real
komaga eraldatuna Uksikute kuupide andmed (kuubi koordinaadid ja varv), kus igal real kuni
eelviimaseni on kiimne kuubi andmed, viimasel voib olla vahem.
Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele viiele reale varvid, mis paistavad (lalt, st z-telje
positiivse osa poolt vaadates. Number 0 tahistab varvilise tahu puudumist antud positsioonis.
Naide. Kui sisendiks on
2
(1,1,1)3,(1,2,1)2,(1,3,1)2,( 1,4,1)4,(1,5,1)5,(2,1,1)1, (2,3,1)3,(2,5,1)7,(3,2,1)6,(4,3,1)4,
(1,2,2)1 ,(1,5,3)3
siis valjund peab olema
(1,1)3,(1,2)1,(1,3)2,(1,4)4,(1,5)3
(2,1)1,(2,2)0,(2,3)3,(2,4)0,(2,5)7
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(3,1)0,(3,2)6,(3,3)0,(4,4)0,(4,5)0
(4,1)0,(4,2)0,(4,3)4,(4,4)0,(4,5)0
(5,1)0,(5,2)0,(5,3)0,(5,4)0,(5,5)0

Ajavahemike summa
Antud: kaks ajavahemikku (tunnid, minutid, sekundid).
Leida: nende ajavahemike summa samas formaadis.

Uldistatud 15-mang

m X n ruudustiku ruutudes on mingis jarjekorras nupud arvudega

1,2,3,...,mXn—1 jaiks ruut on tiihi. Seise tdhistame jadana, kus on jarjestikku kirjutatud
esimeses, teises jne ridades olevad arvud, kusjuures tiihja ruutu tahistame numbriga 0. Mangu
ks kaik tdhendab nupu nihutamist naaberruudult (alla, iles, vasakule v6i paremale) tihja ruutu.
Mangija Glesandeks on jouda etteantud algseisust IGppseisu (1,2,3, ..., m X n — 1,0). Naites
vaatleme siin 3x2 mangu, kus nuppudel olevad arvud on Ghekohalised ja seise saab tdhistada 6-
numbriliste sdnede abil.

Sisend. Sisendfaili esimesel real on mangu algseis, naiteks 3x2 mangus voib selleks olla 231054.
Valjund. Kui I6ppasendisse joudmine on voimalik, siis véljastada jarjestikuste seisude jada
algseisust I6ppseisuni, paigutades iga seisu eraldi reale. Kui Idppseisu jdudmine ei ole véimalik,
siis valjastada El SAA.

Variandid. Erinevad ruutude arvud ja/vdi ruudustiku kujud: 4x2, 3x3, 5x2, 4x3, 3x4, 6x2, ... . Selle
mangu tuntuim variant on muidugi 15 nupuga mang 4x4 laual, mida on kirjeldatud ka Wikipedias:
https://en.wikipedia.org/wiki/15_puzzle. Soovitame proovida, kui suure ruudustiku korral
lahendab Teie programm (lesande vastuvdetava aja jooksul.

Lahenduse olemasolu. Lahendust ei ole pooltel juhtudest. Selle tdestamiseks tdhistame
manguseisu arvude jadana, kus tlihja kohta tdhistab 0. Vaatleme selle jada inversioonide (,,vales
jarjekorras” olevate paaride) arvu ja tiihja lahtri viimasele positsioonile viimiseks vajalikku
kdikude arvu. Naiteks jadas 231054 on 5 inversiooni (paarid 21, 20, 31, 30, 10, 54) ja tiihja lahtri
viimasele positsioonile viimiseks on vaja 2 kdiku. On kerge kontrollida, et laltoodud kahe
suuruse summa sailitab igal kdigul oma paarsuse. Léppseisu puhul on vaadeldav summa 5, seega
paaritu summaga seisudest (nagu oli naites) saab liilkuda I6ppseisu.

Kuidas lahendada? Kui vdimalike seisude arv pole liiga suur, saame kasutada laiuti otsingut.
Naiteks 3x2 mangus on 6! = 720 vdimalikku seisu. Omistame algseisule kaikude arvu 0. Edasi
vaatleme etapil i kdiki seise, kuhu voib jduda i — 1 kdiguga. Seisudele, kuhu niisugustest
seisudest saab liikuda 1 kaiguga (ja millele pole veel kdikude arvu omistatud), omistame kaikude
arvu i. Jatkame protsessi seni, kuni mingil etapil i ei teki Ghtegi i kdiku ndudvat seisu. Kui
ruudustik on suur, siis tootab laiuti otsing liiga aeglaselt. Kui pole néutud minimaalse kdikude
arvuga lahendust, siis voime modelleerida ,loomulikku® algoritmi, mida inimene selle tlesandega
kohtudes tavaliselt leiutab. Pliliame paigutada digele kohale numbrid 1, 2, jne. Saame kdigepealt
tdita esimesed m — 2 rida numbrite jarjekorras (vastava votte voime valja tootada ,flilsilisi”
nuppe kasutades). Sealjuures saame kasutada kahte jargmist rida. Viimased kaks rida voime téita
laiuti otsingu abil, kui see on vdimalik.
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3.5 V klass

3.5.1 Naturaalarvude liitmine ja lahutamine
1. Naturaalarvu esitamine jarkarvude summana
Antud: positiivne naturaalarv a.
Esitada arv a jarkarvude summana (alates sobivast jargust).
Sisend: Sisendfaili ainsal real on naturaalarv a, kus 0 < a < 1000000.
Viljund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale vordus a =< jarkarvude summa >.
Valjundi ndited: 3201=3000+200+1; 7=7.

2. Naturaalarvu kirjutamine sdnadega
Antud: positiivne naturaalarv a.
Esitada arv a sGnadega kirjutatuna
Sisend: Sisendfaili ainsal real on naturaalarv a, kus 0 < a < 1000000.
Véljund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale vérdus a =< a esitus sdnadega >.
Ndide: 3201=kolm tuhat kakssada (iks.

3. Kirjaliku liittmise vormistamine
Antud: avaldis (positiivsetest naturaalarvudest plussmarkide abil moodustatud summa).
Esitada nende liitmine tavalise kirjaliku liitmisalgoritmi jargi, paigutades kdik arvud digetele
positsioonidele.
Sisend: Sisendfaili ainsal real on naturaalarvudest plussmargi abil moodustatud avaldis.
Avaldise pikkus vdib olla kuni 80 siimbolit, ta sisaldab vahemalt kaks liidetavat. Arvud on kuni 6-
kohalised.
Vialjund. Kirjaliku liitmisalgoritmi rakendamise tulemus, kus
1) arvud asuvad Gigetel positsioonidel lksteise all, saadud summa algab esimesest positsioonist,
2) liildetavad ja tulemus on eraldatud miinustest koosneva I6pptulemuse pikkuse joonega,
3) liitmismarki pole véljastatud.
Viljundi ndide:
234567
246
5982
4
56789
876543

1174131
Nouanne. Valjundfaili vaatamiseks voiks kasutada fonti, kus kdikide siimbolite laiused on vordsed
(naiteks Courier).

4. Pluss- ja miinusmarke sisaldava avaldise vaartuse leidmine
Antud: naturaalarvudest pluss- ja miinusmarkide abil moodustatud avaldis.
Leida: avaldise vaartus.
Sisend: Sisendfaili ainsal real on naturaalarvudest pluss- ja miinusmarkide abil moodustatud
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avaldis. Avaldise pikkus v@ib olla kuni 80 siimbolit. Arvud on kuni 4-kohalised. Avaldises vdib olla
ka ainult 1 liige.

Valjund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale avaldis, vdrdusmark ja avaldise vaartus.

Viljundi ndide: 2345-738-5356+8=-3741

Naturaalarvudest pluss- ja miinusmarkide ning sulgude abil moodustatud avaldise vaartuse
leidmine

Antud: naturaalarvudest pluss- ja miinusmarkide ning sulgude abil moodustatud avaldis.

Leida: avaldise vaartus.

Sisend: Sisendfaili ainsal real on naturaalarvudest pluss- ja miinusmarkide ning sulgude abil
moodustatud avaldis. Avaldise pikkus v&ib olla kuni 80 simbolit. Arvud on kuni 4-kohalised.
Avaldises voib olla ka ainult 1 liige.

Valjund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale avaldis, vérdusmark ja avaldise vaartus.

Valjundi ndide: 2345-((738-5356)+8)=6955.

Soovitus. Voib teisendada avaldist, asendades sisemistest sulgudest alates sulgavaldised nende
vaartustega, tehes sulgudes tehted vasakult paremale. V&ib ka taandada eelmisele tlesandele,
jattes sulge ara ja muutes sealjuures sulgudes olevate liikkmete marke, kui sulgude ees on miinus.

Ristkiiliku pindala ja imbermdddu leidmine

Antud: ristklliku kiiljed (Ghesugustes Ghikutes - mm, cm, dm, vGi m).

Leida: ristkiiliku pindala ja imbermdat.

Sisend: Sisendfaili esimesel real on ristkiliku pikkus koos tiihikuga eraldatud mootihikuga, teisel
real laius samas formaadis (sama Ghikuga). Pikkus ja laius on kuni 3-kohalised positiivsed
naturaalarvud.

Valjund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale ristkiiliku pindala ning tihikuga eraldatud Ghik
(vastavalt sisendandmete Ghikule, ruut kirjutada kujul **2),

Ndide. Olgu sisendfailis:

15cm

8cm

Siis valjundfaili tuleb kirjutada:

120 cm **2

46 cm

Umardamine

Antud: Umardatav tdis- v8i reaalarv a ja jarguiihik, milleni tuleb arv a imardada.
Leida: Umardamise tulemus.

Sisend. Sisendfaili esimesel real on imardatav taisarv voi reaalarv a (absoluutvaartusega kuni 1
miljon), teisel real jargutihik, milleni tuleb imardada (..., 0.001, 0.01, 0.1, 1, 10, 100, ...).
Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale

a~ < imardamise tulemus >

Naited. Olgu sisendfailis read

23456.789

0.1

Siis valjundfaili tuleb kirjutada

23456.789~23456.8
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10.

Kui teisel real on

100

siis peab valjund olema
23456.789~23500

Uhikuga suuruse teisendamine vastavalt etteantud tihikule

Antud: Ghikuga suurus (pikkus, pindala v6i ruumala) ja Ghik, milles tuleb anda vastus.

Leida: sisendsuurus ndutud Ghikutes.

Sisend: Sisendfaili esimesel real on naturaal- vGi reaalarv, millele jargneb tihik ja selle taga
suuruse Uhik, teisel real on sama suuruse jaoks sobiv Ghik, milles tuleb anda vastus. Ruut voi
kuup Uhikutes esitatakse siimbolite ** abil, nditeks 12 cm**2 ja 5 cm**3. Uhikuteks v&ivad olla
pikkuse korral mm, cm, dm, m, km ja pindala v&i ruumala korral vastavad ruut- ja kuupthikud.
Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale sisendi esimese rea sisu, vordusmark, ndutud
Uhikuteks teisendatud sisendsuuruse arvuline vaartus (tais- véi reaalarv), tihik ja Ghik sisendfaili
teiselt realt.

Naide. Olgu sisendiks

125 mm**2

cm**2

Siis valjundiks tuleb kirjutada

125 mm**2=1.25 cm**2

Araabia ja rooma numbrid

Teisendada araabia numbritega antud arv rooma numbriteks ja vastupidi.

a) Antud: arv araabia numbritega kirjutatuna.

Leida: sama arv rooma numbrina.

Sisend: Sisendfaili ainsal rea | on araabia numbritega kirjutatud naturaalarv A, kus1 < A4 <
3000.

Valjund: sama arv rooma numbritega kirjutatuna.

b) Antud: arv rooma numbritega kirjutatuna.

Leida: sama arv araabia numbritega kirjutatud kujul.

Sisend: Sisendfaili ainsal real on rooma numbritega kirjutatud naturaalarv 4, kus 1 < A < 3000.
Valjund: sama arv araabia numbritega kirjutatuna.

Jarjestamine (2-dimensionaalne)

Antud: Koordinaatidega esitatud tasandipunktide loend.

Jarjestada punktid x-koordinaadi jargi mittekahanevalt, vordsete x -koordinaatide korral y-
koordinaatide jargi mittekahanevalt.

Sisend: Sisendfaili esimesel real on punktide arv n,

jargmisel n real n punkti koordinaadid formaadis (x; y), kus x ja y on tais- v&i reaalarvud.
Valjund: Valjundfaili jarjestikustele ridadele kirjutada punktide koordinaadid tlesandes ndutud
jarjekorras. Iga punkt vdljastada ainult (ihes eksemplaris.
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11.

12.

13.

14.

15.

Muutujate asendamine vaartustega

Antud: muutujaid sisaldav avaldis A(x4, ..., x;) ja muutuja vaartus(ed) ay, ..., ai.
Asendada avaldises kdik muutuja esinemised nende vaartus(t)ega.

Sisend: Sisendfaili esimesel real pikkusega kuni 80 siimbolit on sulgudeta avaldis, mis on
koostatud reaalarvudest ja muutujatest plusse ja miinuseid kasutades. Jargmistel ridadel on
vordused, mis esitavad avaldises esinevate kdigi muutujate vaartused (tais- vGi reaalarvud).
Valjund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale avaldis A, kus muutujad on asendatud nende
vaartustega. Vajadusel panna vaartus sulgudesse.

Muutujatega avaldise vaartuse leidmine

Antud: muutujaid sisaldav avaldis A(x, ..., x;) ja muutuja vaartus(ed) ay, ..., ai.

Leida: avaldise vaartus.

Sisend: Sisendfaili esimesel real pikkusega kuni 80 slimbolit on sulgudeta avaldis, mis on
koostatud reaalarvudest ja muutujatest plusse ja miinuseid kasutades. Jargmistel ridadel on
vordused, mis esitavad avaldises esinevate kdigi muutujate vaartused (tais- vGi reaalarvud).
Valjund: Kirjutada valjundfaili esimesele reale avaldise vaartus muutujate antud vaartuste korral.
Kuidas arvutada. Parast muutujate asendamist nende vaartustega on avaldise vaartuse
arvutamiseks kaks loomulikku teed rekursiooni rakendamiseks. Soovitav oleks mélemad labi
proovida:

1) rekursiivne programm, mis leiab tehte, mida voib teha esimesena, teostab selle ja poordub siis
iseenda poole Uhe tehtemargi vorra lihtsama avaldisega,

2) rekursiivne programm, mis leiab viimase tehte asukoha, pé6érdub iseenda poole vasaku ja
parema osaavaldise vaartuse arvutamiseks ning rakendab neile siis viimast tehet.

Lineaarse funktsiooni vaartuste tabel

Antud: kordajad A ja B, vaadeldava I6igu otspunktid a ja b (a < b) ning tabeli samm s
(s<b—a).

Leida: Ax + B vaartuste tabel xe[a, b] jaoks sammuga s (s < b — a).

Tabeli vormistus tuleb taiendavalt fikseerida (valida ise).

Uldkujulise funktsiooni vaartuste tabel

Antud: funktsiooni f(x) esitav avaldis, mis v3ib sisaldada tehtemarke, sulge ja
elementaarfunktsioonide tahiseid; vaadeldava 18igu otspunktid a ja b (a < b) ning tabeli samm s
(s<b—a)

Leida: funktsiooni f(x) vaartuste tabel xe[a, b] jaoks sammuga s.

Tabeli vormistus tuleb tdiendavalt fikseerida.

Nouanded. Funktsiooni vaartuste arvutamiseks voib kasutada lleeelmise lesande juures
kirjeldatud skeeme. Kui avaldis sisaldab mitte kdikjal maaratud funktsioone (naiteks jagamine,
tangens), peab algoritm sisaldama kontrolle, mis véldivad arvutuse katkemist, ja programm peab
tabelisse funktsiooni vaartuse asemel kirjutama vastava marke.

Tehete jarjekorra lubatavuse kontroll

Antud: Arve, sulge ja tehtemarke sisaldav avaldis ja uuritav tehete jarjekord.

Kontrollida, kas antud tehete jarjekord on lubatav.

Sisend: Sisendfaili esimesel real on arve, sulge ja tehtemarke sisaldav avaldis (kuni 9 tehtemarki).
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Teisel real on avaldise tehtemarkide all kontrollitavale tehete jarjekorrale vastavad tehete
jarjekorranumbrid 1...9 (vOib eeldada korrektset paigutust).

Viljund. Kui tehete jarjekord on lubatav, siis kirjutada valjundfaili esimesele reale LUBATAV.
Vastasel juhul kopeerida valjundfaili kahele esimesele reale sisendfaili read ja kirjutada
kolmandale reale vahim sellise tehte number, mida ei saa pakutud jarjekorras teha (sest tehte
moni argumentidest on veel védlja arvutamata).

Markus. Antud sGnastuses pole llesanne veel (iheselt maaratud. Tuleks veel fikseerida, kas
vOrdse prioriteediga tehteid (liitmine-lahutamine, korrutamine-jagamine) peab osaavaldises
tegema vasakult paremale vGi lubame neid teha suvalises jarjekorras (nii, et see arvutuse
tulemust ei muuda).

Aditiivsete arvavaldiste vordlemine

Antud: avaldised A; @ ... D Ay ja By D ... D B,,, kus tehtemarkideks on plussid ja miinused,
avaldiste lilkkmed on naturaalarvud.

Leida: kehtiv vGrdus v&i vorratus A; @ ... D A, § B; @ ... & By, kus sisendiks olnud avaldiste

vahel on mark <, = vai >.

Aritmeetilise progressiooni summa tstkliga
Antud: aritmeetilise progressiooni esimene liige, vahe ja liikmete arv.
Leida: progressionni summa, liites tsikliga kokku koik jada liikkmed.

Vorrand x @a=>»

Antud: a) vOrrand x + a = b kus a ja b on reaalarvud,
b) vorrand x — a = b, kus a ja b on reaalarvud.

Leida: vGrrandi lahend.

Aditiivne vérrand

Antud: vorrand X; @ ... ® X} = 0, milles markide kohal on plussid ja miinused, mdnede i
vaartuste korral on X; tundmatu x, lilejddanud lilkmed X; on naturaalarvud.

a) vorrandil on Uks lahend,

b) erijuhud on véimalikud.

Leida: vOrrandi lahend.

Tunniplaan

Antud: tundide algus (tund, minut), tunni pikkus, tundide arv ja vahetunni pikkus (minutites,
taisarvulised).

Leida: tunniplaan.

Nulliga vérduva avaldise moodustamine

Panna arvude vahele plussid ja miinused, nii et saadud avaldise vaartus oleks 0.

Antud: sone pikkusega kuni 80 siimbolit, milles on tihikuga eraldatud naturaalarvude jada (kuni
20 arvu).

Panna arvude vahele margid + ja — nii, et saadud avaldise vaartus oleks 0. Kui see pole voimalik,
siis anda vastus Ei SAA.
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3.5.2 Naturaalarvude korrutamine ja jagamine. Tegurid, algarvud
Naturaalarvude korrutamise ja jagamise teema all vaadeldakse vaga tahtsaid arvuteooria mdoisteid ja
algoritme, mida iga haritud inimene peaks tundma. Muuhulgas kasutatakse neid ka kriiptograafias.
Viiendas klassis sisse toodud mdisted tuleks siin hoolikalt definitsioone jalgides |abi moelda ja ka labi
programmeerida.
1. Korrutamistehete tulemuse arvutamine
Antud: positiivsetest naturaalarvudest korrutamismarkide abil moodustatud avaldis (korrutis).
Leida: avaldise vaartus.
Sisend. Sisendfaili ainsal real on kuni kolmekohalistest positiivsetest naturaalarvudest tarni abil
moodustatud korrutis, kus on 1-4 liiget.
Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale sisendrida, vordusmark ja korrutise vaartus.

2 . Jagamistehte tulemuse arvutamine
Antud: kaks positiivset naturaalarvu.
Leida: Nende jagatis ja jadk.
Sisend. Sisendfaili ainsal real on kaks kooloniga eraldatud kuni 6-kohalist positiivset naturaalarvu.
Valjund. Kopeerida valjundfaili esimesele reale sisend, mille jarele kirjutada vordusmark, jagatise
tiisosa ja kui esimene arv ei jagu teisega tapselt, siis lisada ’ JAAK ...".

3. Kirjalik korrutamine

Antud: kaks kuni 5-kohalist naturaalarvu.
Esitada nende korrutamine tavalise kirjaliku algoritmi jargi, paigutades koik arvud Gigetele
positsioonidele.
Sisend. Sisendfaili ainsal real on kaks tiihikuga eraldatud kuni 5-kohalist positiivset naturaalarvu.
Valjund. Kirjaliku korrutamisalgoritmi rakendamise tulemus, kus esimene tegur on korrutatud
teise teguri jarjestikuste kiimnendkohtadega ja
1) tegurid, osakorrutised ja tulemus on eraldatud miinustest koosnevate [Gpptulemuse pikkuste
joontega,
2) arvud asuvad digetel positsioonidel liksteise all, I6pptulemus algab esimesest positsioonist,
3) nulliga vérduvad korrutised on &ra jaetud,
4) korrutamis- ja liitmismarki pole valjastatud.
Naide.

3456

2030

7015680

Markus: Enamus Opikutest jatab nadites x-ga tahistatud kohad tiihjaks, aga mdni voib soovitada
sinna nullide kirjutamist. Valida Uks stiil ja realiseerida see programmis.

Soovitus. Valjundfaili vaatamiseks vdiks kasutada fonti, kus kdikide simbolite laiused on vordsed
(naiteks Courier).

Lahendus. (V-NK-3) Kirjalik korrutamine.py
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4 . Kirjalik jagamine
Antud: kaks kuni 8-kohalist naturaalarvu.
Esitada nende jagamine tavalise kirjaliku algoritmi jargi, paigutades kdik arvud digetele
positsioonidele.
Sisend. Sisendfaili ainsal real on kaks kooloniga eraldatud kuni 8-kohalist positiivset naturaalarvu,
kus esimene arv jagub teisega tapselt.
Valjund. Kirjaliku jagamisalgoritmi rakendamise tulemus, kus esimene arv on jagatud teise
arvuga ja
1) iga lahutamistehte all on miinustest koosnev vahendatavast ja lahutatavast pikima pikkune
joon (esimese tehte juures lahutatava pikkune),
2) arvud asuvad Gigetel positsioonidel Uksteise all, jagatav algab esimesest positsioonist,
3) naidatakse ka jagatisse tekkivatele nullidele vastavaid lahutamistehteid,
4) tehtemarkidest kirjutada valjundfaili ainult esimesel real olev jagamismark (koolon).
Naide. Kui sisendfailis on rida
1603882:782
siis valjundfaili tuleb kirjutada
1603882:782=2051
1564

398
0

3988
3910

782
782

Variant. Voib vaadelda ka llesannet, kus esimene arv ei jagu teisega. Sellisel juhul on viimase
lahutamise tulemus positiivne ja viljundfaili esimese rea |8ppu tuleb lisada JAAK ...".

5. Korrutamise ja jagamisega arvavaldised
Antud: avaldis, mis on moodustatud naturaalarvudest
a) korrutamise ja jagamise marke kasutades,
b) jagamise marke ja sulge kasutades,
c) korrutamise ja jagamise marke ning sulge kasutades.
Leida: avaldise vaartus.

6. Nelja tehtega arvavaldised
Antud: avaldis, mis on moodustatud naturaalarvudest
a) nelja tehtemarki kasutades,
b) nelja tehtemarki ja sulge kasutades,
Leida: avaldise vaartus.

7. Vorrandi ax = b lahendamine
Antud: Vorrand kujul ax = b, kus a ja b on taisarvud.
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10.

11.

Leida: vorrandi lahend.

Sisend. Sisendfaili ainsal real on vorrand ax = b, kus a ja b on taisarvud ja x tundmatu, kusjuures
arv b jagub a-ga tapselt.

Viljund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale vorrandi lahend.

Koondamine lineaarses hulkliikmes

Antud: Liikmetest kujul ax ja b plusside ja miinuste abil moodustatud hulkliige, kus a ja b on
positiivsed tdisarvud, x muutuja.

Koondada hulkliige.

Sisend. Sisendfaili ainsal real pikkusega kuni 80 stimbolit on hulkliige X; @ ... @ X}, kus
Uksliikmed X; on kujul ax vGi b, kus a ja b on positiivsed kuni 3-kohalised tdisarvud ja x on
muutuja.

Viljund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale koondamise tulemus kaksliikmena cx + d, kus c ja
d on taisarvud (tulemus vGib olla ka tksliige).

Lineaarse hulkliikme korrutamine arvuga

Antud: avaldis a(X; @ ... D Xy), kus a on téisarv, @ tahistab plussi vdi miinust, tiks liikmetest X;
on taisarv ja Ulejadnud on lineaarsed lksliikmed kujul b;x;, kus b; on naturaalarvud ja x; on
Uksteisest erinevad muutujad.

Avada selles avaldises sulud.

Tarnide/tahtede asendamine kirjaliku korrutamise tehtes vm tuntud struktuuris

Antud: matemaatika kursusest tuntud struktuur, naiteks kirjaliku korrutamise esitus, milles osa
kiimnendkohti on asendatud tarnide v4i tundmatuid tahistavate tahtedega.

Leida: k&ik struktuuri kuuluvad elemendid.

Ndide. Pane tarnide asemele numbrid nii, et kirjaliku korrutamise tehe oleks dige
* %

52

*7*
Variandid. a) erinevate tdhtede asemel peavad/ei pea olema erinevad numbrid,
b) leida tiks lahend/kdik lahendid

Tehtemarkide panemine arvude vahele

Antud: sone A = B, kus A ja B koosnevad tiihikutega eraldatud naturaalarvudest.
Asendada tiihikud tehtemarkidega ... nii, et vordus oleks tdene.

Naide: Kui sisend on 9 8 7= 6 54 3 2 ning lubatud tehted on +, - ja *, siis valjundiks sobib
9*8-7= 6+ 54+3+2

Variandid: a) erinevad lubatud tehtemarkide hulgad,

b) tihiku voib ka ara jatta, st moodustada kahest naabrist Gihe arvu,

c) sisendis ei ole vordusmarki, ka see tuleb panna lihe tiihiku kohale.

Tookiirusest. Loomuliku algoritmi to0aeg s6ltub valitavate tehtemaérkide arvust
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12.

13.

14.

eksponentsiaalselt.

Tegurite leidmine

Def. Antud positiivse naturaalarvu a teguriks nimetatakse iga naturaalarvu, millega arv a jagub.
Naiteks arvu 7 teguridon 1 ja 7,

arvu 144 teguridon 1,2, 3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72 ja 144.

Arvu 0 tegurite hulk ei paku huvi, sest 0 jagub iga naturaalarvuga.

On selge, et igal positiivsel naturaalarvul on vahemalt kaks tegurit: 1 ja arv ise.

Antud: positiivne naturaalarv a.

Leida: arvu a koik tegurid.

Sisend. Sisendfaili ainsas reas on kuni 10-kohaline positiivne naturaalarv a.

Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale tiihikuga eraldatuna arvu a kdik tegurid kasvavas
jarjekorras.

Arvutusalgoritmist. On selge, et arvu a tegurite leidmiseks v&iksime Iabi kontrollida k&ik
naturaalarvud 1 ... a. Suure a korral voi vajaduse korral seda llesannet paljude a vaartuste jaoks
lahendada voiks selline moodus tootada liiga aeglaselt. Tegelikult saame tegurid katte ka
jaguvuse kontrolliga ainult kuni ruutjuureni a -st, sest k&ik arvu a ruutjuurest suuremad tegurid
saame leida kujul a/b, kus b on ruutjuurest vdiksem tegur.

Lahendus. (V-NK-12) tegurite leidmine.py

Algarvulisuse kontroll

Def. Naturaalarvu a, millel on kaks tegurit (arv 1 ja arv a ise), nimetatakse algarvuks.

Kui arvul on rohkem kui kaks tegurit, siis nimetatakse seda arvu kordarvuks.

Algarvudon 2, 3,5, 7, 11 jne, kordarvud on 4, 6, 8, 9, 10 jne. Arvul 1 on ainult (ks tegur, ta pole
algarv ega kordarv. Vanakreeka matemaatik Eukleides néitas, et algarve on I6pmata palju.
Algarvudel on vaga suur tahtsus klassikalises arvuteoorias ja praegusel ajal jarjest suuremat
tahtsust omandavas kriiptograafias.

Ka algarvulisuse kontrolliks piisab tegurite otsimisest kuni ruutjuureni arvust a.

Antud: positiivne naturaalarv a.

Kontrollida, kas a on algarv.

Sisend. Sisendfaili ainsal real on positiivne naturaalarv a.

Valjund. Kui a on algarv, siis kirjutada valjundfaili esimesele reale arv a, millele on lisatud ON
ALGARV. Kui a pole algary, siis lisada a jarele vérdusmark ja mingi esitus korrutisena.

Algtegurite ja nende astmete leidmine (kanooniline kuju)

Aritmeetika pohiteoreem (tleb, et iga 1-st suurem naturaalarv on algarv vGi esitatav algarvude
korrutisena ning see esitus on tGihene kuni tegurite jarjekorra tapsuseni. See vdimaldab esitada
arvu a nn kanoonilisel kujul algarvude astmete korrutisena

a=pitpy? o kusk = 1jap; <py < <pg

Naiteks kui tédhistame kanoonilises kujus korrutamist tarniga ja astendamist kahe tarniga, siis
7=7x*x1jal4d =2 x4 %3 %x 3,

Antud: naturaalarv a.

Leida: arvu a kanooniline esitus algarvude astmete korrutisena.

Sisend. Sisendfaili ainsal real on naturaalarv a > 2.

Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale arv a, vordusmark ja arvu a esitus kanoonilisel
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15.

16.

kujul, kus korrutamist tdhistab tdrn ja astendamist kaks tarni. Uhega vérduvad astendajad jatta
kirjutamata.

Eratosthenese soel

Eratosthenese s6el vdimaldab leida naturaalarvude 2, ..., M hulgast kdik algarvud.

Algoritmi idee. Kasutame arvude 2, ..., M jaoks massiivi, mille i-s element naitab, kas arv i on
alles markimata, algarv voi kordarv. T66 alguses pole tkski arvudest 2, ..., M margitud algarvuks
ega kordarvuks.

Parast etappi t on margitud t vdahimat algarvu ja kdigi nende algarvude kordsed on margitud
kordarvudeks. Etapil 1 margitakse algarvuks 2 ja kordarvudeks tema kordsed 4, 6, 8, ... . Igal
jargmisel etapil margitakse algarvuks vahim arv, mis pole veel algarvuks ega kordarvuks margitud
(sest ta ei jagu Uhegi temast vaiksema algarvuga), ja kordarvudeks kdik tema kordsed. Algoritm
I6petab t60, kui jarjekordse etapi alguses ei leita enam markimata arve.

Antud: naturaalarv M > 1

Leida: kdik algarvud, mis pole suuremad kui M.

Lahendus. (V-NK-15) Eratosthenes.py

Uhistegurid ja (ihiskordsed. Eukleidese algoritm
Arvu ¢ nimetatakse arvude a ja b iihisteguriks, kui ta on nii a kui ka b tegur. Analoogiliselt
nimetatakse arvu c arvude a ja b Gihiskordseks, kui ta on nii a kui ka b kordne. Vaadeldakse ka
rohkem kui kahe arvu Gihistegureid ja Ghiskordseid (nditeks mitme murru liitmise juures). Olulise
tiahtsusega on suurim iihistegur, mida lihendatult tihistatakse SUT(a, b) ja tihti ka ingliskeelse
lihendiga gcd(a, b) ning vahim Ghiskordne, mida tahistatakse VUK (a, b)ja lcm(a, b).

Kuuenda klassi matemaatikast teame, et
1) Murdu saab taandada parajasti nende arvudega, mis on lugeja ja nimetaja thistegurid.
2) Taandumatu murru saame, kui taandame murdu lugeja ja nimetaja suurima Ghisteguriga.
3) Murdude liitmisel ja lahutamisel on sobiv votta tihiseks nimetajaks kdigi operandide
nimetajate vahim uhiskordne.
On selge, et arvude suurima thisteguri leidmiseks piisab kdige vaiksema arvu tegurite uurimisest.
Nende leidmiseks piisab otsimisest kuni vaiksema arvu ruutjuureni ja vastavast jagamisest.
Samuti saab suurima Uhisteguri kokku panna arvude a ja b lahutustest algarvulisteks teguriteks,
vOttes iga algarvu astmeks minimaalse kahest astmest.

Aga juba Eukleidese ,Elementides” on esitatud vaiksema toomahuga nn. Eukleidese algoritm.
Eukleidese algoritm naturaalarvude a ja b suurima Ghisteguri leidmiseks:
Etapp t (t=1, 2, ...):

1) Kui b=0, siis Iopetada etapp.

2) Leida jagamisel a:b tekkiv jadk r.

3) a:=b; b:=r.
Viéljund: muutuja a vddrtus.
On selge, et jadgid vahenevad iga etapiga ja mingil etapil saame b = 0 ning algoritm |Gpetab t606.
Eukleidese algoritmi korrektsuse ja etappide arvu hinnangu 1 + log,a + log,b tdestuse eesti
keeles v&ib leida naiteks loengukonspektist [3] . Sealt v8ib leida ka teisi kasulikke teoreeme SUT
ja VUK kohta.
Vahima Uhiskordse saab kokku panna arvude a ja b lahutustest algarvulisteks teguriteks, vottes
iga algarvu astmeks maksimaalse kahest astendajast. Aga SUT ja VUK saab leida ka teineteise
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17.

kaudu, kasutades tisna ilmset vérdust SUT (a, b) - VUK (a, b) = ab, milles v&ib kergesti veenduda
algarvulisteks teguriteks lahutusi vaadates.

Antud: kaks positiivset naturaalarvu a ja b.
Leida Eukleidese algoritmi abil arvude a ja b suurim Ghistegur.

sUT, VUK

Antud: naturaalarvn > 1 ja naturaalarvud a4, ...,a, > 0.
Leida: a) arvude aq, ..., a, suurim Ghistegur,

b) arvude ay, ..., a,, vahim thiskordne.

Lahendus. (V-NK-17) SUT-VUK-2.py

3.5.3 Geomeetria konstruktsioonide algoritmid

Joonestamisalgoritmid tasandil

Meie jargnevates llesannetes koostame programme, mis realiseerivad pdhikoolis dpetatavaid
geomeetriliste objektide konstruktsiooni baasalgoritme v&i mis kasutavad neid konstruktsioone
uute llesannete lahendamiseks. Ulesannete eesmérk on realiseerida programmina
koolimatemaatika sirkli ja joonlaua algoritme. Kui konstruktsioonialgoritm kasutab abijooni, siis
tuleb ka need joonisele kanda, kuigi mdne (lesande puhul on vGimalik otsitavate punktide
koordinaate algebraliselt valja arvutada. Erinevates programmeerimiskeeltes on
programmeeritud mitmesuguseid joonestuskadskude teeke, mis véimaldavad mdnesid meie
lesandeid ka (ihe kdsuga téita (mitte ainult paari esimest, vaid ka keerulisemaid). Oppimise
eesmargil peaksite programmides kasutama ainult keele standardprotseduure. Selles jaotises
tuleks koigepealt lahendada tGlesanded 1-9, mis annavad vajalikud todriistad elementaarsete
alamiilesannete lahendamiseks. Lahendused v6iks vormistada alamprogrammidena
(funktsioonidena), et neid saaks kasutada keerulisemate llesannete lahendamisel.

Loikude pikkusi mdddame selle jaotise lilesannetes pikselites, nurki kraadides. Joonise jaoks vdiks
ekraanil valida teatud suurusega akna. Programm v&iks joonistel tdhistada punktid vaikese
tdidetud ringiga, mille juurde on kirjutatud punkti tahis ja koordinaatidega punkti korral ka
koordinaadid, nditeks «A(120,150). Sisendandmete kohta vGib eeldada, et punktid paigutuvad
Uksteisest piisavalt kaugele ja tahised ei kata Uksteist. Aga vdib ka panna programmi hoolitsema
selle eest, et nditeks tdhised paigutatakse sobivalt. Programm vdiks kontrollida, et algandmetena
antud objektid ja ndutav konstruktsioon paigutuvad joonise jaoks valitud aknasse. Kui see pole
nii, siis vdiks programm anda vastava teate.

Kolmnurkade kohta lepime kokku, et kiiljed a, b, ja c on vastavalt tippude A, B ja C vastaskiiljed.
Kui konstruktsioone tehakse sirkli ja joonlauaga, siis voime sirkli teraviku vdi joonlaua serva
paigutada mingisse joonisel olevasse punkti ja kasutada seda punkti ringjoone keskpunktina voi
punktina joonestataval sirgel ilma tema koordinaate teadmata. Programmi kirjutades tuleb meil
aga ringi voi sirge joonestamiseks kasutada funktsioone, mille sisendparameetrite seas on ka
joont maaravate punktide koordinaadid. Need tuleb siis eelnevalt vélja arvutada.
Konstruktsioonides kasutatakse peamiselt punkte, mis on mingite sirkli ja joonlaua abil
konstrueeritavate joonte (sirgete voi ringjoonte) 16ikepunktid. Kooligeomeetria annab meile sirge
ja ringjoone vorrandid. Loikepunktide koordinaadid on siis joonte vorranditest tekkivate
vorrandisisteemide lahendid. Kahe sirge I6ikepunkti saame kahe tundmatuga lineaarse
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vorrandististeemi lahendamisel (llesanne 6), mida Opetatakse juba pohikoolis. Giimnaasiumi
Opikutest voib leida rida joonte vorrandeid. Suuruste arvutamise valemeid ja algoritme on
toodud opiku ,, Voistlusprogrammeerimine” 2. osa [7] 12-ndas peatiikis , Arvutusgeomeetria”:
punkti koordinaatide muutumine tasandi poordel, kahe punkti vaheline kaugus, paralleelsuse
kontroll, sirgete 16ikepunkti leidmine, hulknurga imbermaa6t ja pindala, punkti kuulumine
hulknurka.

Selles peatiikis lisame veel valemid/algoritmid sirge ja ringjoone ning kahe ringjoone
|6ikepunktide leidmiseks (lilesanded 7 ja 9). Jaotise I6pus on llesandeid, millel ei ole
kooligeomeetrias Opitavat lahendusalgoritmi. Nad nduavad lahendajalt oma lahendusalgoritmi
konstrueerimist.

Joonestamise teema juures soovitame llesannete lahendamisel koostatud programmid
vormistada funktsioonidena, mida saab jargmiste llesannete lahendamisel kasutada.

1. LGigu joonestamine punktide jargi
Antud: kahe erineva punkti A ja B koordinaadid.
Joonestada: 16ik AB.
Lahendus. (V-G-1) Loik kahe punktiga.py

2. Kiire joonestamine punktide jargi
Antud: kahe erineva punkti A ja B koordinaadid, kus A on kiire otspunkt ja B kiirel asuv
punkt.
Joonestada: kiir, mille otspunkt on A ja mis labib punkti B (joonestatud osa kiirest peaks
ulatuma akna servani).

3. Sirge joonestamine punktide jargi
Antud: kahe erineva punkti A ja B koordinaadid.
Leida neid punkte labiva sirge vorrand.
Joonestada: selline osa punkte A ja B labivast sirgest, mis ulatub mdélemalt poolt
joonistamisakna servani.
Lahendus. (V-G-3) Sirge kahe punktiga.py

4. Nurga joonestamine
Antud: nurga tipu A ja (ihe haaral asuva punkti B koordinaadid ning nurga suurus kraadides
X.
Joonestada nurk, mille Giheks haaraks on kiir AB ja suurus on x kraadi.

5. Ringjoone joonestamine keskpunkti ja ringjoonel oleva punkti/raadiuse jargi
Antud: ringi keskpunkti O koordinaadid ja
a) ringjoonel asuva punkti A koordinaadid,
b) ringi raadius R.
Joonestada ringjoon, mille keskpunkt on O ja mis labib punkti A /on raadiusega R.
Kommentaar. Keerulisemate konstruktsioonide osana kasutamiseks vdib olla vajalik
joonestada ka ringjooni, millest ainult teatud kaar(ed) asub (asuvad) joonestamisaknas.
Selliste ringjoonte joonestamine v3ib erinevates programmeerimiskeeltes olla erineva
raskusega llesanne.
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Lahendus. (V-G-5) Ringjoon.py

Kahe sirge 10ikepunkti leidmine

Antud: kahe erineva punkti koordinaadid sirgel s ja kahe erineva punkti koordinaadid sirgel t
a) s ja t on IGikuvad sirged,

b) tldjuht.

Leida sirgete s ja t Idikepunkti koordinaadid, joonistada sirged ja kirjutada koordinaadid
|6ikepunkti juurde. Erijuhtudel anda teade.

Sirge ja ringjoone I6ikepunktide/puutepunkti leidmine

Naitame kdigepealt, kuidas saab leida I16ikepunktide/puutepunkti koordinaadid.
Lahendamiseks vajalikku informatsiooni vdib leida ka Wolframi MathWorldist
http://mathworld.wolfram.com/Circle-Linelntersection.html vdi Stackexchange veebilehelt

https://math.stackexchange.com/questions/228841/how-do-i-calculate-the-intersections-of-
a-straight-line-and-a-circle. Wikipedia annab lahenduse juhuks, kui ringi keskpunkt on
koordinaatide alguspunktis:

https://en.wikipedia.org/wiki/Intersection %28Euclidean geometry%29.

Olgu sirge maaratud kahe erineva punktiga P;(xq,¥1) ja P,(x3,y2), ringjoone keskpunkt
olgu P3(x3,y3) ja raadius R.

Siis sirgel asuvat punkti P(x, y) kirjeldavad parameetrilised vérrandid

x =x; +ulx, —xqp),

y=y1+uly; =y

Ringjoone punktide kohta kehtib ringjoone vérrand

(x —x3)* + (y — y3)* = R%.

Asendades ringjoone vorrandisse esimesest kahest vordusest x ja y, saame u leidmiseks
ruutvdrrandi kujul au?® + bu + ¢ = 0, kus

a=(x;—x)*+ 2 —y1)?,

b =2((x; —x)(x1 — x3) + y2 — ¥y1) (V1 — ¥3)),

¢ =x3% + y3%+x,? + 1% = 2(x321 + y3y1) — R?

Ringjoone ja sirge iihiste punktide arv séltub ruutvdrrandi diskriminandist D = b? — 4ac.
Kui D<0, siis Ghiseid punkte ei ole.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Intersection_%28Euclidean_geometry%29

Kui D=0, siis sirge puutub ringjoont.
Kui D>0, siis sirge |6ikab ringjoont kahes punktis.

Antud: sirget maarava kahe erineva punkti P; (x4,y;) ja P, (x5, y,)koordinaadid, ringjoone
keskpunkti P;(x3, y3)koordinaadid ja ringjoone raadius R.

Leida sirge ja ringjoone I6ikepunktide/puutepunkti koordinaadid (kui Idikuvad/puutuvad)
ning kirjutada l6ikepunktide/puutepunkti juurde koordinaadid.

Joonistada sirge ja ringjoon sobivas mdd&tkavas.

Antud pikkusega |0igu joonestamine kiirele
Antud: LSigu Uiks otspunkt A, kiirel asuv teine punkt C ja |Gigu pikkus L.
Joonestada kiirele punkt B, nii et 16igu AB pikkus oleks [.

Kahe ringjoone I6ikepunktide/puutepunkti leidmine

Kahe ringjoone I6ikepunkti leidmine ei kuulu glimnaasiumi matemaatika ainekavasse ja ei ole
vaatluse all ka paljudes likooli analtittilise geomeetria kursustes (kuigi ei ole tehniliselt
keeruline). Naditame siin, kuidas saab |Gikepunkti(de) koordinaate avaldada. Erijuhul, kus
ringjoonte keskpunktideks on (0;0) ja x-telje punkt (d;0) on vastav tuletus esitatud Wolframi
MathWorldis http://mathworld.wolfram.com/Circle-CircleIntersection.html. Uldjuhu jaoks

vGib tuletuse leida veebilehtedelt http://paulbourke.net/geometry/circlesphere/ ja

https://stackoverflow.com/questions/3349125/circle-circle-intersection-points, kus kill on

vaadeldud ainult alltoodud joonisel vasakul olevat juhtu.

Olgu ringjoonte keskpunktid P; (x1,V;) ja P2(x2,y,) ning ringjoonte raadiused R, ja R,.
Keskpunktide vahekauguse ja raadiuste kaudu saab Usna lihtsalt valja eraldada juhud, kus
1) ringjooned ei IGiku, sest vahekaugus on liiga suur,

2) ringjooned ei 16iku, sest (iks ringjoon asub teise sees,

3) ringjooned (ihtivad.

Vaatleme peajuhtu, kus leidub kaks I8ikepunkti vai iks puutepunkt. Tahistagu P (u, v)
otsitavat IGikepunkti ning P3(x3, y3) I0ikepunktide vahelise 16igu keskpunkti (puutumise
korral nad koik Ghtivad). Vastavalt viiksema ringi keskpunkti P, asukohale punkti P; suhtes

tuleb meil vaadelda kahte joonistel toodud juhtu.
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10.

Olgu a kaugus esimese ringi keskpunktist P; punktini P; , b kaugus teisest keskpunktist P,
punktini P5 , h kaugus punkti(de)st P punktini P; ja d ringjoonte keskpunktide vaheline
kaugus .
Vaatleme kdigepealt vasakpoolsel joonisel kujutatud juhtu. Kolmnurkadele P, PP; ja P,PP;
Pythagorase teoreemi rakendades saame
a? + h? = R;* ja b? + h? = R,
Lahutades esimesest vorrandist teise, saame
R;% — R,* = a® — b2
Kui liidame selle vdrrandi mdlemale poolele d? Ja arvestame, et praegu vaadeldaval juhul
kehtib d = a + b, on tulemuseks vorrand
R — R +d? = a? — b% + a? + 2ab + b?,
mille paremat poolt voime edasi teisendada nii:
= 2a% + 2ab = 2ad.
Seega saame vorrandist avaldada kauguse a algselt teadaolevate suuruste kaudu:
Ry12-Ry%+d?

2d
Puutumise korral, kus d = Ry + R,, saame sellest valemist a = R;.

a =

Uurides kahe I6ikepunkti juhtu edasi, saame oma arutluse esimesest vorrandist

h2 = R12 —a?,

mis voimaldab arvutada h, sest paremal olevad suurused on juba teada.

Lopuks saame leida ka punkti Pskoordinaadid. Kui tdhistame punktide P;, P, ja P;
kohavektorid nendesamade tahtedega, siis ilmselt kehtib

P3 =Py +2 (P, — Py).

Siit saame:

u=2x +h(y; —yi)/d,

v =y; +h(x; —x;)/d.

Parempoolsele joonisele vastaval juhul kehtib d = a — b. Kui aga teeme uuesti labi
dsjatoodud arutluse, selgub, et kauguste a ja h ning koordinaatide u ja v jaoks saame samad
avaldised, samuti kehtib puutumise korral a = R,

Niid oleme valmis tGlesande lahendamiseks.

Antud: kahe ringjoone keskpunktid (x1,y1), (x2,y2) jaringjoonte raadiused R, ja R,.
Leida ringjoonte |6ikepunktide koordinaadid (kui I&ikuvad)/puutepunkti koordinaadid (kui
puutuvad)/negat vastus/otsus Gihtimise kohta. Joonistada ringjooned ning kirjutada
|6ikepunktide/puutepunkti juurde koordinaadid.

Soovitus.

Loikepunti koordinaatide valem koos tuletusega on erijuhuks, kus ringjoonte keskpunktideks
on (0;0) ja x-telje punkt (d;0) esitatud Wolframi MathWorldis
http://mathworld.wolfram.com/Circle-CircleIntersection.html. Sellest saab leida ka valemi
Gldjuhu jaoks.

Ristsirge joonestamine

Antud: sirgel s asuvate erinevate punktide A ja B koordinaadid ning punkti C koordinaadid.
Joonestada: punkti C labiv sirge, mis on risti sirgega s (koos konstruktsiooni abijoontega).
Kommentaar. Standardse konstruktsiooniga tekib lisaks antud punktile C kaks ristsirge
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15.

16.

17.

18.

punkti. Nende punktide saamiseks joonistatavate ringjoonte raadius tuleks valida nii, et
vahemalt Gks punkt asuks joonistamisaknas.

Paralleelsirge joonestamine

Antud: sirgel s asuvate erinevate punktide A ja B koordinaadid ning véljaspool sirget s asuva
punkti C koordinaadid

Joonestada: punkti C labiv sirge, mis on paralleelne sirgega s (koos konstruktsiooni
abijoontega)

Nurga teisaldamine

Antud: etteantud nurka ABC moodustavate punktide A, B ja C koordinaadid ning
teisealdatud nurga tGhe haara punktide X ja Y koordinaadid, kus Y on nurga tipp.
Konstrueerida nurk ABC ja kiir YX, punkti Z leidmiseks vajalikud ringjooned nurgal ABC ja
kiire YX juures, arvutada punkti Z koordinaadid, joonistada kiir punktist Y Iabi Z, nii et nurgad
ABC ja XYZ on vordsed.

NB! Enne programmeerimist on vaja otsustada, kas soovitakse sdilitada ka orientatsiooni.

Kolmnurga joonestamine kolme kiilje jargi

Antud: kolm positiivset reaalarvu a, b ja c.

Joonestada: kolmnurk kiilgedega a, b ja c (kui leidub), koos konstruktsiooni abijoontega.
Soovitus. Uhe kiilje v3iks paigutada standardsel viisil , niiteks otspunktidega (0, 0) ja (a, 0).

Kolmnurga joonestamine kahe kilje ja nurga jargi

Antud: positiivsed reaalarvud a, b ja C

Joonestada: kolmnurk, millel on kiiljed pikkustega a ja b ning nende vahel nurk C kraadi
(koos konstruktsiooni abijoontega)

Soovitus. Uhe kiilje vBiks paigutada standardsel viisil , niiteks otspunktidega (0, 0) ja (a, 0).

Kolmnurga joonestamine kiilje ja kahe nurga jargi

Antud: positiivsed reaalarvud a, B ja C

Joonestada: kolmnurk, millel on kiilg pikkusega a ning tema ldhisnurgad on B ja C kraadi (kui
leidub), koos konstruktsiooni abijoontega.

Soovitus. Uhe kiilje vdiks paigutada standardsel viisil , nditeks otspunktidega (0, 0) ja (a, 0).

Ruudu joonestamine
Antud: ruudu Uhe kilje otspunktide A ja B koordinaadid (taisarvud).
Joonestada ruut, mille (iks kiilg on AB (koos konstruktsiooni abijoontega).

Ristkiiliku joonestamine

Antud: ristkiliku kiilgede pikkused a ja b.

Joonestada ristkilik kilje pikkustega a ja b.

Soovitus. Uhe kiilje v&iks paigutada standardsel viisil , niiteks otspunktidega (0, 0) ja (a, 0).

Rombi joonestamine
Antud: rombi kiilje pikkus a ja liks rombi nurk A (kraadides).
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Joonestada vastav romb.

Léigu poolitamine
Antud: kahe erineva punkti A ja B koordinaadid
Joonestada: 16ik AB ja tema keskristsirge (koos konstruktsiooni abijoontega)

Nurga poolitamine
Antud: kolme mitte Uhel sirgel asuva punkti A, B ja C koordinaadid
Joonestada: 16igud A B ja BC ning nurga ABC poolitaja (koos konstruktsiooni abijoontega)

Ringi puutuja joonestamine

Antud: ringi keskpunkti O (x, y) koordinaadid ja raadius R ning punkti A(a, b) koordinaadid.
Joonestada ring ja punkt A.

Leida punkti A labivate ringi puutujate puutepunktid ringjoonega ja joonestada need
puutujad (koos konstruktsiooni abijoontega).

Kolmnurga (imberringjoone joonestamine

Antud: kolmnurga tippude A4, B ja C koordinaadid.

Joonestada kolmnurga tipud ja kiiljed ning imberringjoone keskpunkti saamiseks vajalikud
abijooned, arvutades eelnevalt vajalike punktide koordinaadid. Leida imberringjoone
keskpunkti koordinaadid ja joonestada imberringjoon.

Kolmnurga siseringjoone joonestamine

Antud: kolmnurga tippude 4, B ja C koordinaadid.

Joonestada kolmnurga tipud ja kiiljed ning siseringjoone keskpunkti saamiseks vajalikud
abijooned, arvutades eelnevalt vajalike punktide koordinaadid. Leida siseringjoone
keskpunkti koordinaadid ja raadius vdi puutepunkt kolmnurga mingi kiiljega ning joonestada
siseringjoon.

3.5.4 Nurgad kella osutite vahel

2.

Uurime seoseid kellaaja ja osutite asendi (nurk vertikaalasendi suhtes kraadides) vahel.
Lubatud kellaaegadeks loeme 00.00 kuni 24.00.

Minutiosuti liikumine ja kellaaeg
Antud: kellaaeg (tunnid, minutid) ja nurk A (kraadides), mille vorra po66rdub minutiosuti.
Leida: Kui palju naitab kell, kui minutiosuti on péérdunud A kraadi vorra.

Tunniosuti liikkumine ja kellaaeg

Antud: kellaaeg (tunnid, minutid) ja nurk A (kraadides), mille vérra p66rdub tunniosuti.
Leida: Kui palju naitab kell, kui tunniosuti on pé6rdunud A kraadi vorra.
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3. Nurk osutite vahel
Antud: kellaaeg (tunnid, minutid).
Leida: nurk tunni- ja minutiosuti vahel (kraadides).

4. Kellaaja leidmine osutite asendi jargi
Antud: nurgad tunniosuti ja minutiosuti ning vertikaalasendi vahel (kraadides).
Leida: Kui sellisele asendile vastab kellaaeg, siis leida see. Kui ei, siis viljastada VOIMATU
ASEND.

3.5.5 Statistika moisted
1. Aritmeetilise keskmise leidmine
Antud: klassi dpilaste arv n (n < 40)ja kdigi dpilaste pikkused.
Leida: dpilaste pikkuste aritmeetiline keskmine.

2. Osahulkade aritmeetilised keskmised
Antud: klassi 6pilaste arvn (0 < n < 40) ja iga 6pilase kohta tema sugu (M/N) ning pikkus
(cm).
Leida: klassi kdigi Opilaste, poiste ja tlidrukute pikkuste aritmeetilised keskmised.

3. Aritmeetiline keskmine sagedustabeli jargi
Antud: klassi pilaste pikkuste sagedustabel (pikkus, sellise pikkusega Gpilaste arv).
Leida: Opilaste pikkuste aritmeetiline keskmine.

4. Moodi arvutamine
Antud: klassi &pilaste arvn (n < 40)ja kdigi dpilaste pikkused.
Leida: Opilaste pikkuste mood.

5. Mediaani arvutamine

Antud: klassi dpilaste arv n (n < 40)ja kdigi dpilaste pikkused.
Leida: dpilaste pikkuste mediaan.
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3.6 VI klass

3.6.1 Harilikud murrud
Jargnevas paneme murde kirja kujul x/y, kus x on murru lugeja, y murru nimetaja ja simbol '/’

tahistab murrujoont. Programmeerimisel voib eeldada, et sisendandmeteks olevate murdude lugejad

ja nimetajad on maistliku suurusega, naiteks tlimalt kolmekohalised.

Eesti koolides ndutakse tavaliselt hariliku murru kujul esitatud IGppvastuse teisendamist segaarvuks,

mille murdosa on taandumatu murd (ka siis, kui algandmed neid tingimusi ei rahulda). Nulliga

vOrduvad segaarvu osad jdetakse kirjutamata:

1) kui murdosa on null, siis antakse vastuseks ainult tdisosa (see véib olla ka 0),

2) kui taisosa on null, siis antakse vastuseks ainult murdosa.

Kui Glesande tekst ei nbua vastuse esitamist mingil muul kujul (nditeks osalise taandamise,

laiendamise jms Ulesanded), siis eeldame vastuse esitamist tlalkirjeldatud kujul.

1.

Liht- ja liigmurrud

Def. Kui hariliku murru lugeja on nimetajast vaiksem, siis nimetatakse murdu lihtmurruks. Kui
lugeja on nimetajaga vordne voi sellest suurem, siis nimetatakse murdu liigmurruks.

Antud: murd kujul x/y, kus x ja y on positiivsed naturaalarvud.

Otsustada, kas x/y on lihtmurd vai liigmurd.

Murru laiendamine

Jagatise pohiomadus. Jagatis ei muutu, kui korrutada véi jagada jagatavat ja jagajat (ihe ja sama
nullist erineva arvuga.

Def. Murru lugeja ja nimetaja korrutamist ihe ja sama positiivse naturaalarvuga a nimetatakse
murru laiendamiseks ja arvu a nimetatakse sealjuures laiendajaks.

Uksiku murru laiendamine laiendajaga 1 ei oma métet, aga kui néiteks murdude liitmise juures
laiendatakse liidetavaid murde Uhise nimetajani, siis voib mdne liidetava laiendaja olla ka 1.

Antud: murd kujul x/y (kus x ja y on positiivsed naturaalarvud) ja laiendaja (positiivne
naturaalarv a).
Laiendada murdu x/y laiendajaga a.

Laiendamine antud nimetajani

Antud: murd kujul x/y ja ndutav uus nimetaja (positiivne naturaalarv d, mis on y kordne).
Leida: nimetajani d laiendatud murd.

Lahendus. (VI-M-3) Laiendamine nimetajani.py

Murru taandamine antud arvuga

Def. Murru lugeja ja nimetaja jagamist Ghe ja sama Ghest suurema teguriga nimetatakse murru
taandamiseks.

Kui murru lugejal ja nimetajal puudub 1-st erinev Ghistegur, siis murdu taandada ei saa ja sellist
murdu nimetatakse taandumatuks murruks.

Taandumatu murd on antud murru lihtsaim esitus.

Murdu saab taandada

a) jark-jargult, valides lugeja ja nimetaja thistegureid seni, kuni joutakse taandumatu murruni,
b) korraga, jagades lugeja ja nimetaja nende suurima Uhisteguriga.
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Antud: Murd x/y ja naturaalarv a = 2, mis on x ja y thisteguriks.
Taandada murd x/y arvuga a.

Taandamine suurima Uhisteguriga
Antud: Murd x/y.
Taandada murd x/y arvude x ja y suurima Uhisteguriga.

Osa meetrist, ruutmeetrist, kuupmeetrist

Missuguse osa meetrist/ruutmeetrist/kuupmeetrist moodustab x ...?
Antud: suurus (pikkus/pindala/ruumala) koos lihikuga ja tervikuks olev Ghik.
Leida: osamaar hariliku murruna.

Naide. Kui sisend on: 4 cm, m,

siis valjund voib olla 4/100 vai 1/25.

Tundmatu x leidmine vGrdest

Antud: vordus a/b = c/d, kus ks lugeja v3i nimetaja on muutuja x, tGlejddnud on positiivsed
naturaalarvud.

Leida: selline x vaartus, mis muudab vérduse tdeseks.

Uhenimeliseks teisendamine

Murdude vordlemiseks, liitmiseks ja lahutamiseks on tavaliselt otstarbekohane teisendada nad
laiendamise teel iihenimeliseks. Uhiseks nimetajaks saab olla arv, mis on laiendatavate murdude
nimetajate Uhiskordne. Et uued murrud oleks vdimalikult lihtsad, tuleks Ghiseks nimetajaks valida
laiendatavate murdude nimetajate vahim Ghiskordne.

Antud: kaks vdi rohkem murdu kujul x/y.

Teisendada murrud Ghenimelisteks, valides Ghiseks nimetajaks algsete murdude nimetajate
vahima Ghiskordse.

Lahendus. (VI-1-8)Yhisele nimetajale.py

Millised murdude vordused on toesed?
Antud: murdude vordus kujul a/b = c/d, kus a, b, ¢, ja d on naturaalarvud, b,d > 0.
Leida: kas vordus kehtib?

Harilike murdude vérdlemine
Antud: kaks murdu kujul x/y
Leida: Panna murdude vahele sobiv vordlusmark <, = voi >.
a. Uhenimelised,
b. Laiendamine,
c. Vordse lugejaga,
d. Taanduvad murrud.

Murru teisendamine segaarvuks
Antud: murd kujul x/y, kus x ja y on naturaalarvud, y > 0.

46



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Teisendada murd segaarvuks (lintmurru korral jadb murd samaks).

Segaarvu teisendamine liigmurruks

Antud: segaarvx%, kus x, y ja z on naturaalarvud ja x,z > 0. Kui y = 0, siis vdib murdosa ka
puududa.
Teisendada segaarv liigmurruks.

Uhenimeliste murdude liitmine ja lahutamine
Antud: kahe ihenimelise murru summa véi vahe kujul a/c @ b/c, kus @ on pluss v&i miinus.
Leida nende murdude summa/vahe.

Uhenimeliste segaarvude liitmine
Antud: kaks vdi rohkem Ghenimelist positiivset segaarvu .
Leida nende segaarvude summa.

Uhenimeliste segaarvude lahutamine
Antud: kaks Gihenimelist positiivset segaarvu.
Leida nende segaarvude vahe .

Erinimeliste murdude liitmine ja lahutamine

Antud: kahe murru summa véi vahe kujul a/b @ c/d, kus a, b, c ja d on naturaalarvud,
b,d > 0 ja @ on pluss v&i miinus

Leida nende murdude summa/vahe

Lahendus. (VI-1-16)Murdude liitmine-lahutamine.py

Lahendada murdudega aditiivne vérrand
Antud: vorrand x @ y = z, kus Uks liikmetest on tundmatu ja teised on murrud vdi segaarvud.
Leida vorrandi lahend (murd voi segaarv).

Kiimnendmurd harilikuks murruks
Antud: kimnendmurd.
Teisendada kiimnendmurd harilikuks murruks/segaarvuks.

Harilik murd kiimnendmurruks (ka perioodilised kimnendmurrud)

Hariliku murru saab esitada 16pliku kiimnendmurruna parajasti siis, kui murru nimetajal
(taandatud kujul) ei ole muid algtegureid peale 2 ja 5, ilejadnud juhtudel saame perioodilise
kiimnendmurru. Perioodi leidmiseks vdime kdigepealt eraldada jagatise tdisosa. Murdosa
jagamisel jagajaga vaatleme samme, kus jagatava nullist erinevad kiimnendkohad on juba
labitud, st jagatise jargmise kiimnendkoha leidmiseks lisatakse eelmise sammu jaagi I6ppu 0.
Tekkivad jaagid on vaiksemad kui jagaja, st mingil sammul peab tekkima jadk, mis on juba
esinenud. Sealt alates hakkavad jagatises kimnendkohad korduma — oleme leidnud perioodi. Kui
tekib jaak 0, siis oleme saanud I6pliku kimnendmurru, sest korduva nulli véime kiimnendmurru
I6pust dra jatta.

Antud: harilik murd a/b, kus a ja b on naturaalarvud, b > 0.
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Teisendada harilik murd kiimnendmurruks (I6plikuks voi perioodiliseks).

Hariliku murru kimnendldhend
Antud: harilik murd ja ndutav lahendi tapsus jarguthikuna.
Leida: murru kimnendldhend.

Avaldise vaartuse arvutamine (kimnendmurd ja harilik murd)

Antud: avaldis x @ y, kus @ on pluss vi miinus ning Giks alamavaldistest x ja y on harilik
murd, teine 16plik kimnendmurd.

Leida: Kui harilik murd avaldub I6pliku kimnendmurruna, siis teisendada ta kimnendmurruks ja
leida vastus kiimnendmurruna. Vastasel korral leida vastus hariliku murruna.

a) Moodusta numbritest 4, 5 ja 6 kdikvoimalikud kolmekohalised arvud (iga number on igas
arvus (ks kord). Leia saadud arvude suurim Ghistegur.
b) Kirjuta koik sellised kolmekohalised arvud, mille kimneliste number on 5 ja mis jaguvad 18-ga.

Harilike murdude korrutamine

Antud: avaldis a/b * c/d, kus a, b, c, ja d on naturaalarvud, b, d > 0 ja * mdistame kui
korrutamismarki.

Leida: murdude a/b ja c/d korrutis.

Korrutamine, kus on ka segaarve
Antud: avaldis A * B, kus A ja B on harilikud murrud, naturaalarvud voi segaarvud
Leida: korrutis A * B.

Osa leidmine arvust
Antud: arv x ja osamaar hariliku murruna a/b.
Leida: a/b osa arvust x.

Po6rdarvu leidmine
Antud: arv x (kimnendmurd, harilik murd véi segaarv).
Leida: arvu x pooérdarv hariliku murru voi segaarvu kujul.

Harilike murdude jagamine

Antud: avaldis a/b : c/d, kus a, b, c, ja d on naturaalarvud, b,d > 0 ja: m&istame kui
jagamismarki.

Leida: murdude a/b ja c/d jagatis.

Arvu leidmine osa ja osamaara jargi

Antud: osamaar kujul a/b, kus a ja b on naturaalarvud, b>0, ja sellele osaméaarale vastav osa (arv
X).

Leida: arv, millest c moodustab a/b osa.

Murdudega avaldise vaartus
Antud: avaldis, mis on moodustatud tdisarvudest, harilikest murdudest ja segaarvudest
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a) plusside ja miinuste abil,

b) plusside, miinuste ja sulgude abil,

c) plusside, miinuste, korrutamis- ja jagamismarkide abil,

d) plusside, miinuste, korrutamis- ja jagamismarkide ja sulgude abil.
Leida: avaldise vaartus.

3.6.2 Tasandi teisendused. Geomeetrilised kujundid

Vaatleme tasandi teisendusi F((x,y)) = (x1,y1) , mis teisendavad tasandi kdigi punktide hulga
Uksiheselt tasandi koigi punktide hulgaks. Meid huvitavad siin nn isomeetrilised teisendused, mis
sailitavad koigi punktipaaride korral nende punktide vahelise kauguse. Sellised teisendused
teisendavad iga kujundi temaga kongruentseks kujundiks.

Teisendust F nimetatakse liikkeks vektori (a, b) vorra, kui iga punkti (x,y) korral
F((x,y))=(x+ay+Db).

Teisendust F nimetatakse péordeks imber punkti (c, d) nurga a vorra, kui iga punkti (x,y) korral
F((x,¥)) = ((x —c) cos(a) — (y —d) sin(a) + ¢, (y — d) sin(a) + (x — ¢) cos(a) + d).

Kui poore tehakse nullpunkti (0,0) tmber, siis kehtib

F((x,v¥)) = (xcos(a) — ysin(a), y sin(a) + x cos(a)).

Kaht punkti A ja A’ nimetatakse slimmeetrilisteks sirge s suhtes, kui

A=A’ ja nad asuvad sirgel s voi sirge AA’ on risti sirgega s, A ja A’ on teine teisel pool sirgetsja Aja A’
on vordsetel kaugustel sirgest s.

Teisendust F nimetatakse peegelduseks sirge suhtes, kui ta kujutab iga punkti (x, y) temaga sirge s
suhtes simmeetriliseks punktiks.

Kujundit (punktihulka) nimetatakse siimmeetriliseks sirge s suhtes, kui ta sisaldab koos iga punktiga
ka selle punktiga sirge s suhtes simmeetrilist punkti. Sirget s nimetatakse antud kujundi
simmeetriateljeks.

Like, poore ja peegeldus on isomeetrilised teisendused, st sailitavad suvaliste kahe punkti korral
nendevahelise kauguse. Seetdttu teiseneb nende teisenduste korral iga kujund endaga
kongruentseks kujundiks.

Ulesannetes vaatleme selliste kujundite teisendusi, mis koosnevad I8plikust arvust koordinaattasandi
punktidest. On selge, et isomeetrilistel teisendustel selliste kujundite punktide arv ei muutu.

1. Lukke parameetrite leidmine
Antud: naturaalarvn > 0 ja kaks n-elemendilist erinevate punktide loendit (x; , y1), ..., (X5, ,
yn)ja Uy, v1), o, (Un , Vn).
Leida: sellised arvud a ja b, et esimese loendi punktide poolt moodustatud kujundi liikkel vektori
(a, b) vorra on tulemuseks teise loendi poolt moodustatud kujund.
Markus. Punktid ei tarvitse loendites olla sellises jarjekorras, et (x; + a, y; + b)= (u; , v;).
Sisend. Sisendfaili esimesel real on naturaalarvn (0 < n < 10), teisel ja kolmandal real
komadega eraldatud punktide loendid (x1, y1), --., (Xn , ¥) ja (uq , V1), ..., (Uy , V), kus
punktid kummaski loendis ei kordu ja punktide koordinaadid on tadisarvud absoluutvaartusega
mitte ule 10.
Valjund.
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Kui sobivaid vaartusi a ja b ei leidu, siis valjastada EI SAA.

Kui lGke leidub, siis kirjutada valjundfaili esimesele reale tihikuga eraldatuna liikke parameetrid
ajab.

Naide

Sisend:

3

(1,10), (=5,7), (0,0)

(15,-37), (10,-30), (16,-27)

valjund:

15 =37

Kuidas lahendada? Vaatleme liikkeid, mis viivad punkti (x4 , y1) punktiks (u; , v;)

(kus 1 < i < n). Like sobib parajasti siis, kui iga j korral (kus 2 < j < n) teisendatakse punkt (x; ,
¥;) mingiks punktiks (uy , vy ). Algoritmi saab kiirendada ja kdigi k vaartuste labivaatuse dra
jatta, kui sorteerime eelnevalt punktid mdlemas loendis (nditeks kigepealt x-koordinaadi ja siis
y-koordinaadi jargi) sest like sdilitab sellise jarjestuse.

P6ordenurga leidmine

Antud: naturaalarvn > 0 ja kaks n-elemendilist taisarvuliste koordinaatidega erinevate
punktide loendit (x1 , ¥1), -, (¢, Y) ja (Wq , V1), v, (U, V).

Leida: selline nurk a, et esimese punktide loendi poolt moodustatud kujund teiseneb poordel
nurga a vorra imber koordinaatide alguspunkti teise punktide loendi poolt moodustatud
kujundiks.

Markus. Punktid ei tarvitse loendites olla sellises jarjekorras, et F((x; , vi))= (u; , v;).

Sisend. Sisendfaili esimesel real on naturaalarvn (0 < n < 10), teisel ja kolmandal real
komadega eraldatud punktide loendid (xq, ¥1), ..., (Xn , Yn) ja@ (U, v1), ..., (Uy , V), kus
punktid kummaski loendis ei kordu ja punktide koordinaadid on taisarvud absoluutvaartusega
mitte {le 1000.

Valjund.

Kui sobivat podrdenurka a ei leidu, siis valjastada El SAA.

Kui péordenurk a leidub, siis kirjutada valjundfaili esimesele reale ks selline nurk a (kraadides,
tapsusega 0,01 kraadi).

Ndide. Kui sisend on

1

(20;0)

(16;12)

Siis minimaalse nurgaga valjund on

36,9

Peegelduse leidmine

Antud: naturaalarvn > 0 ja kaks n-elemendilist taisarvuliste koordinaatidega punktide loendit
(X1, Y1)y s (n s Yn) j@a (Ur, 1), woe, (Un s Vn)-

Leida: selline sirge s, et esimese punktide loendi poolt moodustatud kujund teiseneb peegeldusel
sirge s suhtes teise punktide loendi poolt moodustatud kujundiks.

Markus. Punktid ei tarvitse loendites olla sellises jarjekorras, et F((x; , ¥;))= (u; , v;).

Sisend. Sisendfaili esimesel real on naturaalarvn (0 < n < 10), teisel ja kolmandal real
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komadega eraldatud punktide loendid (x1, y1), -.., (xn , ¥) ja (uq , v1), ..., (Uy , V), kus
punktid kummaski loendis ei kordu ja punktide koordinaadid on tdisarvud absoluutvaartusega
mitte dle 10.

Valjund.

Kui sobivat peegeldust ei leidu, siis valjastada EI SAA.

Kui sobiv peegeldus leidub, siis kirjutada valjundfaili esimesele reale sirget s maaravate kahe
punkti koordinaadid.

Kuidas lahendada. Kui peegelduse korral F((x,y))=(u, v), siis peegeldus toimub punkti
(x,y) ja tema kujutise (u, v) vahelise 18igu keskristsirge suhtes. Punkt (x; , y;) peab kujutuma
mingiks punktiks (v , v;). VGime otsida sellist k vaartust, mille puhul iga punkti (x; , y;)
peegeldus punktide (x; , y1) ja (ug , V) jérgi saadud telje suhtes kuulub punktide loendisse (u, ,
V1), -, (U , V). NB! Programmeerimisel soovitame pddrata tahelepanu ka piirjuhtudele.

Kujundi telgsimmeetrilisuse kontroll

Antud: naturaalarvn > 0 ja n-elemendiline punktide loend (x1 , y1), «.., (Xn » Yn)-

Leida: Kas punktide poolt moodustatav kujund on telgsimmeetriline? Kui on, siis valjastada kaks
punkti, mis maaravad sellise sirge s, et punktide loendi poolt moodustatud kujund teiseneb
peegeldusel sirge s suhtes iseendaks. Vastasel korral vdljastada El OLE.

Arvu 1 alumise ja ilemise hinnangu tapsus

Jagame arvu 1 alumise ja Glemise hinnangu saamiseks Ghikringi kesknurga n vérdseks osaks ja
vaatleme vérdhaarseid kolmnurki, mille kilgedeks on ringi keskpunktist lahtuvad kiired ja
ringjoone kddlud/puutujad. Alumise hinnanguna kasutame sellise kddlhulknurga imbermaotu,
mille tipud on ringjoonel. Ulemise hinnangu jaoks kasutame sellise hulknurga imbermd&tu, mille
servad on ringjoone puutujad.

Antud: reaalarva > 0.

Leida: mitmeks tuleb 360° jagada, et  alumine hinnang erineks tlemisest hinnangust vahem kui
a.

Tingimused kolmnurga kilgedele ja nurkadele

Antud:

a) kolm positiivset reaalarvu (kolmnurga kiilgede pikkused) a, b ja c,

b) kaks positiivset reaalarvu (kolmnurga kaks nurka kraadides) A ja B,

c) kolm positiivset reaalarvu a, b ja C (kolmnurga kaks kilge ja nurk kraadides nende vahel),
d) kolm positiivset reaalarvu a, B ja C (kolmnurga kiilg ja tema kaks ldhisnurka kraadides).
Leida: Kas leidub selline kolmnurk?

Kolmnurga maaramine kolme elemendiga

Kolmnnurkade juures vaadeldakse mitmeid erinevaid suurusi: kiiljed a, b ja c; nurgad A, B ja C;
kiilgedele a, b ja c joonistatud kdrgused h,, hy, ja h., pindala S, siseringjoone raadius 7,
Umberringjoone raadius R .

Kuuenda klassi geomeetriast teame mitmeid (laltoodud suuruste kolmikuid, mille (lubatud)
vaadrtused maaravad kolmnurga theselt: kolm kiilge, kiilg ja tema ldhisnurgad jne. Aga nende
suuruste ménede kolmikute jaoks leiduvad ka vaartused, millele ei vasta Ukski kolmnurk. Naiteks
ei saa kolm kiilge olla 1, 2 ja 5. Mdne kolmiku korral avaldub ks kolmest suurusest Ulejaanute
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kaudu ja siis voib antud elementidega kolmnurki leiduda I6pmata palju. Naiteks kolm nurka
(summaga 180 kraadi) ei madara kolmnurga joonelementide pikkusi; elemendid a, ha ja S ei maéra
nurki ja Glejaddnud joonelemente. Kiiljed a ja b ning kdrgus h. vbivad aga lubada kahte erinevat
kolmnurka AB;C ja AB,C:

B,

Vaatleme siin tlesandeid, milles on fikseeritud mingi eespool kirjeldatud 12-elemendilise
suuruste hulga alamhulk H, selle alamhulga kolme suuruse vaartused on antud ja leida tuleb
alamhulga H llejaanud suuruste vaartused.

Antud hulka kuuluvate kdigi suuruste leidmise lGlesanne vdib programmide koostamisel tihti ette
tulla. Programm peab olema koostatud nii, et lahendus leitaks hulka H kuuluvate suvaliste
vBimalike algsuuruste ja nende suvaliste vaartuste korral. Tlupiline on ka see moment, et
lahendamiseks vajalikku koigi valemite komplekti ei anta programmeerijale ette, vaid tal tuleb ise
otsustada, milliseid seoseid on vaja, ja leida vastavad valemid. Selle tlesannete kogu kasutajale
on niisuguse llesandega tegelemine kasulik ka siis, kui ei osata kdiki vajalikke trigonomeetrilisi
seoseid valja otsida. Aga oleks vaja, et peetakse jarge, mida Teie programm juba oskab ja mis seal
veel puudub.

PShikooli matemaatikakursuses on lisna vaike osa otsitavate suuruste leidmiseks vajalikest
valemitest (sisenurkade summa, pindala valem k&rguse kaudu). Suur osa otsitavate suuruste
leidmiseks vajalikest valemitest kuulub giimnaasiumi matemaatikakursusesse (siinus- ja
koosinusteoreem, Heroni valem jms), aga v&ib tarvis minna ka valemeid, mida meie glimnaasiumi
matemaatikakursuses ei vaadelda. Mitmed programmi kirjutamiseks kasulikud valemid voib leida
Wikipediast: https://en.wikipedia.org/wiki/Triangle

Konkreetne programmeerimisiilesanne on maaratud vaadeldava 12-elemendilise suuruste hulga
kolmeelemendilise alamhulgaga H.

Sisend. Sisendfaili kolmel real on kolm v&rdust kujul <suuruse nimi>=<suuruse vaartus>, kus
antud suurused kuuluvad hulka H ja vaartused on reaalarvud.

Valjund. Kirjutada valjundfaili esimesele reale otsus antud tingimustele vastavate kolmnurkade
hulga kohta: EI OLE/UKS/KAKS/LOPMATA PALIU. Jargmistele ridadele kirjutada vérdused nende
hulka H kuuluvate suuruste kohta, mida ei ole sisendis, aga mille vaartused on sisendiga
madratud. Kui leidub kaks varianti, siis kirjutada teisele reale 'Variant 1:’, millele jargnevad
esimese variandi vordused, edasi 'Variant 2:’ ja selle variandi vordused.
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Naide. Olgu vaadeldav suuruste hulk H = {a, b, c, A, B, C, ha, hb, hc, 5} sisendiks:
a=4
b=5
hc=2
Siis valjundiks voivad olla jargmised read, kus suurused on esitatud arvutamise jarjekorras
(sulgudes on selgitus arvutamisel kasutatud seose kohta, mis ei kuulu ndutud valjundisse):
KAKS
Variant 1:
B =30 (=arcsin(hc/a))
A =23,58 (siinusteoreem)
C =126,42 (sisenurkade summa)
¢=8,05 (siinusteoreem)
$=8,05 (pindala valem)
ha=4,02 (pindala valem)
hb=3,22 (pindala valem)
Variant 2:
B =150
A =23,58
C =6,42
c=1,12
$=1,12
ha=0,56
hb=0,45
Variante hulga H jaoks:
a)H ={a,b,c, S},
b)H ={a,b,c,A,B,(C},
c)H ={a,b,c, ha, hb, hc, S}

Kuubi pinnalaotuse dratundmine

Antud: kuus sellist méargitud ruutu 5 X 5 ruudust, mis moodustavad sidusa kujundi.

Leida: Kas ruudud moodustavad kuubi pinnalaotuse?

Kuidas lahendada. Millised kujundid sobivad kuubi pinnalaotuseks? Siintoodud kujundid on
esitatud ka Wikipedias: https://en.wikipedia.org/wiki/Cube. On selge, et pinnalaotus ei saa

sisaldada 5 X 1 Gihikruuduga rida ega ruutu, mis sisaldab 2 X 2 Gihikruutu. Kui kujund sisaldab
4 X 1 ruudust koosnevat rida, siis Glejaanud kaks ruutu peavad asuma teine teisel pool seda rida
ja iga selline kujund (6 erinevat kuju) on kuubi pinnalaotus.

Kui kujundi pikim rida sisaldab 3 X 1 ruutu, siis on kaks vGimalust teise 3 X 1 rea jaoks, kus ei
teki 4 x 1 rida vdi 2 X 2 ruutu ega kuubi tahu kahekordset katet. Uhe 3x1 rea puhul peab
Glejaanud ruutudest tiks olema (ihel pool rida ja teised kaks teisel pool. Kahest (ihel pool olevat
ruudust ks peab ulatuma tle 3 X 1 rea otsa (muidu tekiks 2 X 2 ruut v&i kuubi Ghe tahu
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kahekordne katmine). Teisel pool 3 X 1 rida asuv ruut voib olla likskdik millisel 3-st
positsioonist. Kui kujundis pole ka 3 X 1 rida, siis sellise kujundi moodustamiseks on ainult tks
voimalus ja saame kontrollida, et ka see kujund sobib kuubi pinnalaotuseks.

Uks vdimalik viis ilesande lahendamiseks on kontrollida, kas kujund on ks toodud 11-st
(muidugi arvestades pooret ja peegeldust). Aga on vGimalik ka tlesande otsene lahendus, kus
etteantud kujundit puitakse laotada kuubi tahkudele.

Kolmnurga liik (...-nurkne, kiilgede jargi)

Antud: kolm reaalarvu a, b ja c.

Leida: Kas ja millise kolmnurga moodustavad kiiljed a, b ja c?
(ei moodusta kolmnurka/teravnurkse/taisnurkse/nirinurkse)?

. Kolmnurga liik (...-kiilgne, nurkade jargi)

Antud: kaks naturaalarvu A ja B (0<A, B <180).

Leida: Milliste kilgedega on kolmnurk, millel on nurgad A kraadi ja B kraadi?
(sellist ei olegi/isekulgne/vordhaarne mittevordkulgne /vordkilgne)?

. Kolmnurga liik (...-nurkne, nurkade jargi)

Antud: kaks naturaalarvu A ja B (0<A, B <180).

Leida: Milliste nurkadega on kolmnurk, millel leiduvad nurgad A kraadi ja B kraadi?
(sellist ei olegi/teravnurkne/tdisnurkne /nirinurkne)?

. Kolmnurgad koordinaattasandil

Antud: kolme punkti koordinaadid tasandil (taisarvulised).
Leida: a) kolmnurga liik kiilgede jargi,

b) kolmnurga liik nurkade jargi.

. Nelinurgad koordinaattasandil

Antud: nelja punkti koordinaadid tasandil (tdisarvulised).

Leida: kas need punktid moodustavad (mingis jarjekorras vaadelduna)
a) mittekddunud nelinurga,

b) trapetsi,

c) roopkiliku,

d) ristkaliku,

e) rombi,

f) ruudu,

g) romboidi,

h) kumera nelinurga?

Nédide. Kujund tippudega (0; 4), (1; 0), (4; 5), (5; 1) on mittekddunud nelinurk, roopkilik, ristkalik,
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14.

15.

16.

17.

18.

romb, romboid, kumer nelinurk.
Soovitus. Vaadata Ule vastavate kujundite definitsioonid (leidub ebaregulaarne definitsioon).

Ruutude arv

Antud: naturaalarvn (4 < n = 1000) ja n erineva tasandipunkti koordinaadid (taisarvud).
Leida: mitu erinevat ruutu saab moodustada, mille tippudeks on mingisugused neli sisendis
antud punkti?

Soovitus. Plldke valtida neljakordset tsiiklit, millega vaadatakse labi kdik punktide nelikud.

Ristkdlikute arv

Antud: naturaalarvn (4 < n = 100) ja n erineva tasandipunkti koordinaadid (tdisarvud).
Leida: mitu erinevat ristkiilikut saab moodustada, mille tippudeks on mingisugused neli sisendis
antud punkti?

Soovitus. Plaldke valtida neljakordset tsiiklit, millega vaadatakse labi kik punktide nelikud.

Rombide arv

Antud: naturaalarvn (4 < n = 100) ja n erineva tasandipunkti koordinaadid (tdisarvud).
Leida: mitu erinevat rombi saab moodustada, mille tippudeks on mingisugused neli sisendis
antud punkti?

Soovitus. Pluldke valtida neljakordset tsiiklit, millega vaadatakse labi kik punktide nelikud.

Roopkilikute arv

Antud: naturaalarvn (4 < n = 100) ja n erineva tasandipunkti koordinaadid (taisarvud).

Leida: mitu erinevat ré6pkilikut saab moodustada, mille tippudeks on mingisugused neli sisendis
antud punkti?

Soovitus. Plaldke valtida neljakordset tsiiklit, millega vaadatakse labi kik punktide nelikud.

Trapetsite arv

Antud: naturaalarvn (4 < n = 100) ja n erineva tasandipunkti koordinaadid (tdisarvud).
Leida: mitu erinevat trapetsit saab moodustada, mille tippudeks on mingisugused neli sisendis
antud punkti?

Soovitus. Plldke valtida neljakordset tsiiklit, millega vaadatakse labi kdik punktide nelikud.
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3.7 VII Kklass

3.7.1 Lineaarsed vorrandid ja vorratused. Vorrandisiisteemid

Uhe tundmatuga lineaarvdrrandi lahendamiseks annavad dpikud ja eestikeelsed juhendid veebis
tavaliselt jargmise algoritmi:

1) kui vorrand sisaldab harilikke murde, siis vabaneme nendest, korrutades vérrandi mélemaid pooli
kdigi murdude (ihise nimetajaga;

2) lihtsustame vorrandi molemaid pooli (sulgude avamine, sarnaste liidetavate koondamine);

3) viime tundmatuga lilkkmed vérrandi tihele poolele ja vabaliikmed teisele poolele, muutes k&igi
Uleviidavate liikmete margid vastupidiseks;

4) koondame sarnased liidetavad,;

5) leiame lahendi, jagades vorrandi molemat poolt tundmatu kordajaga (kui kordaja on null, siis voib
lahendite hulk olla tiihi voi sisaldada k&iki reaalarve).

Markus. Punkti 1 sdnastus ei kdlba tldjuhu jaoks, kus murrud vdivad olla ka Uksteisega korrutatud.

. . 1 . o o
Naiteks vorrandis Y4 (gx + 1) = 1 tuleks murdudest vabanemise korrutada vorrand mitte Uhise

nimetaja 12-ga, vaid nimetajate korrutise 24-ga. Enne punkti 1 tditmist voib tegelikult olla
otstarbekohane ka murdude taandamine (aga sealjuures nii, et jargneval sammul 1 ei tuleks ,tagasi
laiendada“).

Soovitus. Vorrandite ja vorratuste lahendamisalgoritmide ning lahendusetappide kohta on soovitav
uurida programmi T-algebra t66d. Seda programmi saab kasutada ka testiilesannete Gige vastuse
teadasaamiseks.

Vérrandisiisteemid. Ulesannetes vBrrandisiisteemide kohta eeldame, et sisendis on vérrandid kujul
a;x, + azx; + -+ apxy, = ag.

1. Vorrandi ax = b lahendamine
Antud: lineaarvorrand ax = b, kus a ja b on reaalarvud, a # 0, x tundmatu.
Leida: vorrandi lahend.

2. Tundmatuga liikmed vasakule ja vabaliikmed paremale
Antud: lineaarvorrand A(x) = B(x) , kus A(x) ja B(x) on reaalarvudest ja lilkkmetest kujul ax
(kus a on reaalarv) plusside ja miinuste abil moodustatud avaldised.
Viia vorrandis tundmatuga liikmed vasakule ja vabaliikmed paremale.

3. Sarnaste lilkkmete koondamine
Antud: lineaarvdrrand kujul A(x) = B, kus A(x) on liikmetest kujul ax (kus a on reaalarv)
plusside ja miinuste abil moodustatud avaldis, ja B on reaalarvudest plusside ja miinuste abil
moodustatud avaldis.
Koondada kummalgi pool sarnased liikmed.

4. Vabanemine murdudest lineaarvdrrandis
Antud: lineaarvorrand, mis sisaldab harilikke murde.
Vabaneda harilikest murdudest: korrutada vorrandi pooli sobiva kordajaga ja lihtsustada, nii et
tundmatu kordajad ei sisalda murde (vabaliikmetes v6ib neid olla).
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10.

11.

12.

Sulgude avamine
Antud: lineaarvérrand A(x) = B(x), mille pooled sisaldavad sulge.
Avada sulud ja koondada sarnased liikmed kummalgi poolel.

Lineaarvorrandi lahendamine standardalgoritmiga
Antud: lineaarvérrand A(x) = B(x), millel on tiks lahend.
Leida: vGrrandi lahend, kasutades standardalgoritmi ja valjastades etappide tulemused.

Lineaarvorrandid: samasus ja vastuoluline vorrand

Antud: lineaarvorrand (tldjuht).

Lahendada vdrrand, tehes kindlaks, kas tegemist on peajuhu, samasuse vGi vastuolulise
vorrandiga.

Absoluutvaartusega lineaarvorrand

Antud: lineaarvorrand, mis sisaldab

a) mingi the avaldise absoluutvaartust (véimalik, et mitmes kohas),
b) mitme avaldise absoluutvaartusi.

Lahendada vérrand.

VOrratuse toevaartuse leidmine

Antud: lineaarne vdrratus A(x) é B(x), kus mark § tahistab ranget voi mitteranget vorratuse
marki, ja reaalarv x (vaadeldav tundmatu x vaartus).

Leida: vOrratuse tdevadrtus tundmatu antud vaartuse korral .

Tehted vOrratuse ja arvuga

Antud: Lineaarne vdrratus A(x) é B(x), kus mark § tahistab ranget voi mitteranget vorratuse
marki, vOrratusega tehtava tehte mark ® (+, -, * v0i :) ja tehte teine argument a (reaalarv).
Leida: Tehte tulemusena saadav v&rratus (tehet ei pea A(x) ja B(x) osaavaldistega labi tegema,
vastus vdib olla kujul A(x)®a § B(x)®a).

Lineaarse vorratuse lahendamine

Opikud tavaliselt ei anna (ldist algoritmi lineaarse vdrratuse lahendamiseks, vaid esitavad rea
naiteid.

Antud: lineaarne vérratus A(x) § B(x), kus mark § tahistab ranget vOi mitteranget vorratuse
marki.

a) vorratusest saadud vorrandil on Uks lahend,

b) vorrandi lahendamine vdib anda ka erijuhu.

Lahendada vorratus. Esitada teisendus sammude kaupa.

Absoluutvaartus(t)ega lineaarvorratuse lahendamine

Antud: lineaarvorratus, mis sisaldab

a) mingi the avaldise absoluutvaartust (voimalik, et mitmes kohas),

b) mitme avaldise absoluutvaartusi,

¢) mingi Ghe avaldise absoluutvaartust (véimalik, et mitmes kohas), kusjuures vérrandi
lahendamine vdib viia ka erijuhule.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Lahendada vorratus.

Kahe tundmatuga lineaarne slisteem liitmisvottega
Antud: kahe tundmatuga lineaarne voérrandististeem , millel on ks lahend.
Leida siisteemi lahend, kasutades liitmisvotet.

Kahe tundmatuga lineaarne siisteem asendusvottega
Antud: kahe tundmatuga lineaarne vorrandisisteem , millel on {iks lahend.
Leida siisteemi lahend, kasutades asendusvotet.

Kahe tundmatuga lineaarvérrandististeemi uurimine

Antud: kahe tundmatuga lineaarne vérrandististeem.

Leida: kas slisteemil on

iks lahend/pole lahendit/ldépmata palju lahendeid.

Kolme tundmatuga lineaarne slisteem liitmisvottega
Antud: kolme tundmatuga lineaarne vorrandisiisteem, millel on tiks lahend.
Leida sisteemi lahend, kasutades liitmisvotet.

Kolme tundmatuga lineaarne siisteem asendusvottega
Antud: kolme tundmatuga lineaarne vérrandististeem, millel on (ks lahend.
Leida siisteemi lahend, kasutades asendusvotet.

Nelja tundmatuga lineaarne slisteem liitmisvGttega
Antud: nelja tundmatuga lineaarne vérrandististeem, millel on tks lahend.
Leida siisteemi lahend, kasutades liitmisvotet.

Nelja tundmatuga lineaarne siisteem asendusvéttega

Antud: nelja tundmatuga lineaarne vérrandististeem, millel on tks lahend.
Leida siisteemi lahend, kasutades asendusvotet.
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3.8 VIII klass

3.8.1 Uksliikmed

Uksliikmeks nimetatakse arvude ja mittenegatiivses téisarvulises astmes muutujate korrutist (milles
on (ks vOi rohkem liiget). Muutujad astmes 0 jdetakse tavaliselt kirjutamata
Uksliige on normaalkujul, kui ta algab arvulise kordajaga, millele jargnevad tahestikulises jarjekorras
erinevate muutujate positiivsed astmed. Muutujad astmes 0 jdetakse kirjutamata, samuti kdik
muutujad kordaja 0 korral. Kordaja 1 kirjutatakse siis, kui muutujaid ei ole.
Uksliikmeid, mille normaalkuju sisaldab samu muutujaid samades astmetes, nimetatakse sarnasteks.
Niiteks 3-x-x+5-yja6-y-x? onsarnased iikslikmed.

Programmide sisendis ja valjundis vOiks astendamist tdhistada kahe tarniga (naiteks x**2), pannes
tehte operandid vajadusel sulgudesse.

1. Uksliikmete korrutamine
Antud: avaldis A; - ... A, milles k > 2 ja tegurid on Uksliikkmed (vGivad olla sulgudes).
Leida: nende Uiksliikmete korrutise normaalkuju.

2. Uksliikmete astendamine
Antud: avaldis kujul (A)™, kus A on Uksliige ja n naturaalarv.
Leida: iksliikme aste (normaalkujul).

3. Korrutamise ja astendamisega avaldised
Antud: avaldis kujul (A7)™ - ...+ (Ag)™ , kus Ay, ..., Ay on Uksliikmed (k > 1) ja nq, ..., ngon
naturaalarvud.
Leida: avaldise (kui tiksliikme) normaalkuju

4. Uksliikmete jagamine
Uksliikmete jagamisel tuleb jagada kordajad ja iga muutuja astmed (puuduva muutuja astmeks
tuleb lugeda null). Kui jagatavas on mone muutuja astendaja vadiksem kui jagaja vastava muutuja
aste, siis tekib jagamisel negatiivne aste, st tulemus ei ole enam Uksliige. Naiteks

ab3c®: 4a?bd* = ia‘1b2c5d_4

Uksliikmete jagamist v8ib vaadelda ka kui selliste murdude taandamist, kus lugeja ja nimetaja on

3.5 2.5
. . . 3 54 2 4 — ab’c — b_C
tksliikmed: ab®c>: 4a”bd” = ———7 = —2.

Antud: kaks Uksliiget.
Leida: nende jagatis sellisel normaalkuju sarnasel kujul, kus moni astendaja vdib olla ka
negatiivne. Sellisel juhul lisada véaljundile ‘ei ole Uksliige’.

5. Vabanemine negatiivsetest astendajatest
Mdénedel juhtudel (ka teisenduste 10pptulemuse esitamisel) loetakse sobivaks vabaneda
negatiivsetest astendajatest. Selleks vGime teisendada avaldise murruks (kui ta seda veel ei ole)
ja asendada murru lugeja korrutamise mingi muutuja negatiivse astmega murru nimetaja

korrutamisega selle muutuja sama suure positiivse astmega ja vastupidi. Naiteks
- — 2a72b3¢™3 _ 2b3c5d  2b%c%d

a~2p3¢73 = a —— = = .

a?c3 bc—3d™1 aZbc3 a?
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Antud: arvudest ja muutujate tdisarvulistest astmetest moodustatud korrutis v6i murd, mille
lugeja ja nimetaja on sellised korrutised.

Leida: antud avaldisega samavaarne normaalkujuline Uksliige voi murd, mille lugeja ja nimetaja
on normaalkujul ning mille lugejal ja nimetajal ei ole Gihiseid muutujaid.

Markus. Arvude paigutus ja esitus vastuses pole (ihene ja vajab tdiendavat kirjeldamist
valjundtingimustes.

3.8.2 Hulkliikmed
Hulkliikmeks nimetatakse avaldist, mis on tksliikkmete summa. Uksliikmeid, mille liitmisel
hulkliige moodustub, nimetatakse hulkliikme liikmeteks. Tavaliselt tegeldakse korrastatud
hulkliikmetega, milles Uksliikmed on normaalkujul ja sarnased liikkmed on koondatud. M&nikord
eeldatakse ka, et lilkmed on jarjestatud muutujate astmete summade mittekasvavas jarjekorras.

1. Sarnaste iksliikmete koondamine
Koondada saab (ksliikmeid, mille normaalkujus on muutujate osad identsed. Koondamise
tulemuses on Uksliikme kordajaks koondatud ksliikmete kordajate summa.
Antud: avaldis, mis on moodustatud Uksliikkmetest pluss- ja miinusmérke kasutades (voib olla
rohkem kui iks rihm sarnaseid Uksliikmeid).
Koondada sarnased tksliikmed.

2. Hulkliikmete liitmine ja lahutamine
Antud: avaldis (B1) @ ... @ (B,,), kus mérgid @ tahistavad plusse ja miinuseid ning
Bj, ..., By on hulkliikmed.
Leida: liitmis- ja lahutamistehete tulemus (avada sulud, koondada).

3. Hulkliikme korrutamine tksliikmega
Antud: hulkliige B ja uksliige A.
Leida A ja B korrutis ja korrastada tulemus.

4. Hulkliikme jagamine uksliikkmega
Uksliikmega tuleb jagada k&ik hulkliikme liikmed eraldi ja tulemused liita. Tulemus on
hulkliige, kui koigis Uksliikmetes on muutujate astmed vahemalt sama suured kui jagajas.

Niited: (10a3b* — 15a?b): 3ab = 3%613b3 — 5a on hulkliige, aga

(a* + 2b):a® = a + 2a~3b eiole hulkliige.

Antud: hulkliige B ja Uksliige A.

Leida jagatis B: A ja esitada tulemus hulkliikmena voi (vajadusel) summana, mis sisaldab ka
lilkkmeid, milles on negatiivseid astendajaid.

5. Uksliikmete SUT toomine sulgude ette
Sulgude ette saab tuua Uksliikmete kordajate SUT ja muutujate astmete korrutise, milles
Uhegi muutuja aste pole suurem, kui selle muutuja minimaalne aste lksliikmetes.
Antud: taisarvuliste kordajatega hulkliige.
Esitada hulkliige tGksliikme ja hulkliikme korrutisena, kus tiksliikkme kordaja on hulkliikme

60



10.

likmete kordajate SUT ja muutujatel on v8imalikult suured astmed.

Kaksliikmete korrutamine
Antud: kaksliikmed B ja C.
Leida: B ja C korrutis hulkliikmena, milles sarnased lilkkmed on koondatud.

Hulkliikmete korrutamine
Antud: hulkliikmed B ja C.
Leida: B ja C korrutis hulkliikmena, milles sarnased lilkkmed on koondatud.

Rihmitamisvote hulkliikme tegurdamiseks

Tegurdamine (korrutisena esitamine) on hulkliikmete jaoks oluliselt raskem tlesanne kui
korrutamine (summana esitamine). Reaalarvuliste kordajatega hulkliikmete seas saab Uhe
muutuja hulkliikmeid esitada lineaarsete ja ruuthulkliikmete korrutistena, aga mitme
muutuja korral leidub palju keerulisemaid hulkliikkmeid, mida ei saa tegurdada.
Rithmitamisvotet kasutades jaotatakse hulkliige rithmadeks nii, et parast neist Ghise teguri
ette toomist jaab igas rihmas sulgudesse Uks ja seesama avaldis. Lihtsamatel juhtudel saab
riihmadesse jagada neidsamu Uiksliikmeid, mis on olemas esialgses hulkliikmes:

ax + bx + ay + by = x(a+ b) + y(a+ b) = (x + y)(a + b). Opikud mainivad ka
vOimalust, et moni lksliige vGidakse riihmitamiseks esitada summana:
x2+2xy+y?=xt+xy+xy+y?=x(x+y)+ylx+y)=(x+y)? Aga mingit
algoritmi sobivate riihmade otsimiseks dpikud ei esita. Olukord on muidugi ka keeruline, sest
Gldjuhul ei tarvitse hulkliikme tegurdamine tldse voimalik olla ja selle kindlakstegemine pole
lihtne. Arvutialgebra jaoks on tegurdamise algoritmid valja té6tatud, aga need nduavad
kasitsi rakendamise jaoks liiga mahukaid arvutusi.

Antud: kuni neljast Uksliikmest koosnev mitme muutuja hulkliige

a) rthmadesse saab jagada olemasolevaid ksliikmeid,

b) saab jagada riihmadeks, jaotades méne(d) tksliikme(d) summadeks.
Leida: tegurdamisiilesande lahendus rihmitamisvotte abil.

Abivalemite kasutamine tegurdamiseks

Antud: hulkliige B.

Tegurdada hulkliige, kasutades mingit abivalemit ja vajadusel Ghise teguri ettetoomist, kui
abivalemi kasutamine on vdimalik. Vastasel juhul anda negatiivne vastus.

Uhe muutuja hulkliikmete jagamine

Uhe muutuja hulkliiget a,x™ + -+ + a;x + a, saab hulklikmega

b, x™ + -+ bix + by jagada sama algoritmiga, mille abil jagame taisarve. Arvutus koosneb
etappidest, mis vatavad kiimne astmete asemel x astmetele. Hulkliige voib teise
hulkliikmega jaguda tapselt vOi jadgiga (jadgi aste peab olema vaiksem kui jagajal, jagatises ei
pea kordajad olema taisarvud).

Ndide:

(Bx*—7x3+x—8):(x2+2) =3x%—7x— 6, jaak 15x + 4

3x* + 6x?
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—7x3 —6x%+x

—7x3 — 14x
—6x% +15x — 8
—6x72 -12
15x + 4

Sisend: kaks taisarvuliste kordajatega tihe muutuja hulkliiget B(x) ja C (x).
Vialjund: jagamistehte esitus, jagatis B(x): C(x) ja jaak .
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4 Nouandeid konkreetsete lahenduste testimiseks

Selles peatiikis on antud soovitusi lilesannete kogu konkreetseid tilesandeid lahendavate
programmide testimiseks. Tegemist on muidugi (ilesande pdhjal ,musta kasti“ meetodil vilja
pakutud testimisideedega ja tihti on vaja lisada programmis kasutatud algoritmidele ja lahenemistele
vastavaid ,valge kasti“ teste. Mone Ulesande jaoks on antud ka soovitusi valge kasti meetodite
rakendamiseks.

Programmi valmimisel kdivitatakse ta tavaliselt kdigepealt (ihe v6i rohkema Ulesandest tuleneva
,tavaliste” sisendandmete komplektiga. Tihti on programmis olemas nendele peajuhtudele vastavad
harud ja programm vdidakse kaivitada ka juba mingi tiksiku haru valmimisel. Alljargnevad nduanded
kirjeldavad peamiselt ,tavalistele” jargnevaid vdhem voi rohkem silmatorkavaid andmete
ekvivalentsiklasse, mis samuti vajavad testimist. Nouandeid ei ole antud k&ikide tilesannete jaoks.
Naiteks voib testimise nduanne puududa eriti lihtsate tGlesannete puhul ja samuti tGlesannetel, kus
programm on mdoeldud ainult Ghe sisendandmete komplekti jaoks. Kui tegemist on mitmete
Uksteisega sarnaste llesannetega, siis vdivad nduanded olla esitatud neist esimese kohta. Mdonikord
vOib see esimene paikneda tiikk maad eespool ja isegi mone eelmise klassi materjalis, kus juba
sarnase teemaga tegeldakse. Nouannete numbrid viitavad klassile, peatikile (kui see on olemas) ja
Ulesande numbrile lilesannete kogu osas 3.

Enne testi kdivitamist on meil vaja teada oma testandmete jaoks Giget vastust. Isegi sisuliselt lihtsate
Ulesannete korral voib selleks vaja olla mingit arvutusvahendit. Testitavast programmist sdltumatul
viisil 8ige vastuse leidmiseks voib arvutusiilesannete puhul kasutada tabelarvutuse vahendeid (Excel
vms). Avaldiste teisendamise lGlesannete puhul vGib abiks olla arvutialgebra siisteem (Geogebra
vastav komponent, Maxima), samuti Tartus programmeeritud T-algebra [10]. Paljude (ilesannete Gige
vastuse leidmiseks saab kasutada WolframAlfa abi. Kasutada saab ka Pythoni matemaatikavahendeid
alates standardfunktsioonidest eval ja sort.

Soovitame iga tlesande korral kdigepealt programmeerida oma lahendus, testida seda enda poolt
valja moeldud testidega ja parandada vead ning alles siis lugeda testimisnduandeid selle tilesande
kohta. Monikord vGivad nGuanded juba enne vastavate testide koostamist viia mottele, et
programmile on vaja lisada mingi juhu kasitlemine.

Muidugi peab lilesannete kogu autor lugejale ka ttlema, et kindlasti on ligi 200-le lilesandele
testimissoovitusi kirjutades mone ilesande juures mingid testimist vajavad aspektid kahe silma
vahele jaanud. Autor on tanulik igasuguste markuste eest ja lubab saadud tdiendused vdimalikult
kiiresti Glesannete kogu veebiversioonile lisada.

I Klass

1.1 Arvude vordlemine
(Ideed ekvivalentsiklasside jaoks). Juhud: a < b,a = b,a > b. Arvud a ja b voiksid olla
mitmekohalised, mdned negatiivsed ja mdned positiivsed.

1.2 Liitmistehte tulemuse leidmine
Arvud a ja b: nii Uhe- kui mitmekohalised, samuti 0.

1.3 Vorduse a + b = c puuduva likkme leidmine
Tundmatu x nii esimesel, teisel kui kolmandal kohal. Nii Ghe- kui mitmekohalised arvud igal
kolmest kohast sdnes. Negatiivne x vaartus igal kolmest kohast.
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1.4 Lahutamistehte tulemuse leidmine
Vérduse a + b = ¢ puuduva liikme leidmine. Arvud a ja b nii Ghe- kui mitmekohalised, samuti O.
Vastus positiivne, negatiivne ja 0.
1.5 Vorduse a — b = ¢ puuduva liikkme leidmine (koos mittenegatiivsuse kontrolliga)
Tundmatu x nii esimesel, teisel kui kolmandal kohal. Antud arvud a, b ja c nii Ghe- kui
mitmekohalised, samuti 0. Antud arvud positiivsed, negatiivsed, 0. Vastus positiivne, negatiivne
ja 0.
1.6 Vordlusmargi panemine tehte tulemuse ja arvu vahele
Antud arvud igal kohal nii Gihe- kui mitmekohalised, samuti 0. Méark pluss/miinus. Vastus </=/>.
1.7 Tehtemargi panemine @ asemele
Antud arvud igal kohal nii Ghe- kui mitmekohalised, samuti 0. K&ik voimalikud vérdlusmargid.
Oige vastus: pole/-/+/mdlemad.
1.8 Tehtemargi ja vordlusmargi valik
Testid peavad sisaldama k&iki voimalikke juhte kummagi kiisimargi jaoks ja negatiivset juhtu.
1.9 Loikude summa pikkus (iihikutega)
Andmetes peaks esinema juhud, kus iga komponent on olemas/puudub. Nii b, ¢ kui d jaoks peaks
esinema juhud, kus summa on kiimnest vdaiksem, kimme ja suurem kui
1.10 Summa saamine arvutusrahadega
On vaja teste, kus [dppsumma saab/ei saa moodustada. Peaks olema teste erinevate
arvutusrahade vaartuste arvudega, naiteks 1, 2,3, ...,6 erinevat arvutusraha vaartust. Vastuse
poolest peaks olema teste , kus Idppsummaks on vaja naiteks 1, 2, 3, ..., 7 arvutusraha (vastavalt
programmi tookiirusele véivad arvudel olla piirangud).
1.11  Leida summade tabel 10-ni.
Sellel Glesandel ei ole erinevaid sisendandmeid ja testimiseks tuleb meil programm lihtsalt
kaivitada. Programmis kasutatud ideede kontrolliks vGib programmi modifitseerida, et arvutataks
summad mitte 10-ni, vaid m&ne veidi vdiksema/suurema liidetavate maksimaalvaartuse jaoks.
1.13 Nadalapdevade liitmine ja lahutamine
Peaks olema teste, kus summa/vahe jaab (tdisnadalaid arvust a maha lahutades) samasse
nadalasse/ldheb tle nadala piiri.
1.14 Veehulga mddtmine antud mahuga anumaid kasutades
Testida tuleb nii 2 kui 3 médduanumaga juhtu. On vajalikud ka testid, kus lahendit pole. Testide
hulgas peaks olema ka selliseid, kus mingit vahetulemust on vaja tekitada mitu korda.
1.15 Kangkaaludega kaalumine
On vaja juhte, kus lhele kaalukausile tuleb panna 0, 1, 2, ... vihti, sealhulgas ka vordseid. Testida
tuleb ka negatiivse vastusega véimalusi.
1.16 Jareldamine kahest vBrratusest
Vaadelda tuleb juhte, kus sisendseoste hulgas on:
a) kaks vordust,
b) Giks vordus,
c) vOrratused, mis paigutavad kaks muutujat kolmandast ihele poole,
d) vBrratused, mis paigutavad kaks muutujat kolmandast kahte erinevasse suunda (saab
rakendada transitiivsust).
Programmi korrektsus soltub vaga tugevasti seal kasutatud jarelduste tegemise meetodist ja
tingimuste kirjapanemise viisist. On vGimalik programm, mis teeb erinevate muutujate puhul
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sisuliselt samadest eeldustest |ahtudes erinevad jareldused. Testide valikul tuleb oluliselt
kasutada valge kasti meetodit ja vajalik testide arv vGib olla suur (kimnetes).

1.17 Vorduste ja vorratuste tabel
Vastuolu tekitavaid andmeid peaks testides esinema nii vastuoluna refleksiivsusega, vastuoluna
kahe sisendseose vahel kui ka vastuoluna, mis tekib transitiivsuse rakendamise jarel (1 ja enam
korda). Kooskdlalise I6pptulemuse jaoks peaks testid samuti sisaldama juhte, kus lahtri [Gplik sisu
tekib refleksiivsusest, otseselt sisendist, simmeetria rakendamisest, transitiivsuse rakendamisest
(erinev arv kordi). Tuleb uurida ka seda, et programm teeb jareldusi korrektselt (ei asenda
tugevamat seost nérgemaga, vaatab ldbi jarelduste tegemise jarel tekkivad uued harud jms).
Programmi korrektsus soltub vaga tugevasti seal kasutatud jarelduste tegemise meetodist ja
tingimuste kirjapanemise viisist. On vGimalik programm, mis teeb erinevate muutujate puhul
sisuliselt samadest eeldustest |dhtudes erinevad jareldused. Testide valikul tuleb oluliselt
kasutada valge kasti meetodit ja vajalik testide arv vdib olla suur (kimnetes).

1.18 Kivimite jagamine kaalult vGrdseteks hulkadeks
On vaja teste, kus otsitav jaotus leidub/ei leidu; erinevate kivimite arvudega teste; teste, kus on
mitmeid Ghesuguse kaaluga kivimeid.

Il klass

2.1 Summa maksmine antud miintidega
On vaja teste, kus vajaliku summa saab/ei saa moodustada. Peaks olema teste erinevate miintide
vadrtuste arvudega, nditeks 1, 2,3, ...,6 erinevat miinti. Vastuse poolest peaks olema teste , kus
I6ppsummaks on vaja néiteks 1, 2, 3, ..., 7 arvutusraha (vastavalt programmi téékiirusele voivad
arvudel olla piirangud). On vaja nii teste, kus piirangud Ghesuguste muntide arvudele m&jutavad/
ei mojuta vastust, kui ka juhtu, kus I6ppsummat ei saa moodustada just mingite miintide arvu
tottu.

2.2 Jarjestamine pikkuse jargi
Peale ,tavaliste andmete” on vaja ka teste, kus on erineva nimega, aga vordse pikkusega lapsi. Ja
vastupidi. Voiks olla ka test, kus kdik pikkused on vordsed. Veel: ainult iks laps, juba Giges
jarjestuses nimekiri.

2.3 Kellaajale minutite liitmine
On vaja teste, kus tund ei muutu/suureneb 1 v&rra/suureneb rohkem/kuulub jargmisse paeva.

2.4 Vordsete liikkmetega summa valjendamine korrutisena
Testid erineva riihmade arvuga 1, 2, 3, ... . Testid, kus rithmas on liikmeid Giks/rohkem.

III klass

3.2 Tehted detsimeetrite ja sentimeetritega
Peale peajuhu testide veel: testid, kus I8igu sentimeetrite/detsimeetrite arv on null; testid, kus
sama tekib vastuses; kaks vordset |6iku.

3.3 Mitmel erineval viisil saab ostu eest tasuda?
On vaja teste erineva ostjal olevate miintide arvuga, vdimalusega moodustada sama summa
erinevatest kahest/kolmest mundist, teste erinevate vastustega.
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3.5 Voluruudu kontroll
Vaja on nii positiivse kui negatiivse vastusega teste. Negatiivne vastus voiks tulla erinevate
ridade/veergude/diagonaalide t&ttu. Variandi b) jaoks on vaja ka teste, kus variandi a) tingimus
on taidetud.

3.6 VGluruudu ehitamine antud arvudest
Programmilt saadud lahendite kontrolliks tuleks omakorda arvuti abi kasutada, sest peast
arvutades voime kergesti mone eksliku summa tidhele panemata jatta. Aga kindlasti ei sobi siin
lahendamisprogrammist kopeeritud summade arvutamine. Antud llesande puhul v&iks naditeks
kasutada Exceli tabelit (koos sobiva tehnoloogiaga valjundfaili kiireks tdstmiseks tabelisse).

3.7 Teisendamine: meetrid, detsimeetrid, sentimeetrid, millimeetrid
On vaja teste, kus esinevad/vdrduvad nulliga/puuduvad sisendi erinevad komponendid.

3.9 Jaagiga jagamine
On vaja teste, kus jaak tekib/ei teki. Ka juht, kus jagatis on O.

3.10 Homne kuupdev
Vaja on teste iga kuu kohta, kus tdnane paev on
kuu keskel/kuu viimane pdev/paev, mis on mdnes kuus viimane,
lisaks teste veebruari erineva pikkuse kohta.

IV klass

4.1 Kas koiki numbreid on kasutatud?
On vaja teste, kus kdik numbrid on kasutatud/iiks number kasutamata/rohkem numbreid
kasutamata. Peaks esinema erineva pikkusega naturaalarve.

4.2 Suuruselt teine arv
Testid peaksid sisaldama juhte, kus
- jada suuremad lilkmed on kd&ik erinevad,
- moned suuremad liikmed (erinevates kombinatsioonides) on omavahel vordsed,
- vastus tekib juba tsikli invariandi algvdartustamisel,
- tstikli invariandi muutujate vaartusi tuleb muuta méned korrad vdi palju kordi
- jadas on liikkmeid 1/2/rohkem.

4.3 Tingimustele vastavate arvude moodustamine
Naiteks teise alamilesande jaoks oleks vaja teste, kus
1) on vahem kui 5 kaarti,
2) pole Gihtegi paarisnumbriga kaarti/liks paarisnumbriga kaart/kaks erinevate paarisnumbritega
kaarti/rohkem paarisnumbreid,
3) sorteerimise tulemuse viimane koht on paarisnumber/tuleb asendada vahima vaba
paarisnumbriga/tuleb asendada juba arvu paigutatud paarisnumbriga.

4.4 Varvitud kuupidest koosneva kujundi vaade
Testimist voiks alustada vdikese kuupide arvuga (1, 2, 3, ...), lisades kuupe ja tGstes kasutatud
kihtide arvu.

4.5 Ajavahemike summa
Testid peaks kontrollima korrektset liitmist juhtudel, kus minutie/sekundite arvude summad on
alla/ule 60.

4.6 Uldistatud 15-ming
Eraldi saab testida otsustamist, kas saab/ei saa liikkuda |8ppseisu. Laiuti otsingut v&iks esialgu
testida 3 X 2 ruudustikus, kasvatades vajalikku sammude arvu: 0, 1, 2, ... . Edasi vGime uurida, kui
suure ruudustiku korral to6tab optimaalset lahendust leidev programm vastuvdetava ajaga.
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Programmi poolt leitava lahenduse optimaalsust me Uldiselt testida ei suuda, kui meil pole
s6ltumatut vahendit optimaalse lahenduse leidmiseks. Suuremate ruudustike korral nuppe
lihekaupa paigutades tuleks eraldi testida nupu paigutamist erinevatesse positsioonidesse
(esimene/teine/keskmised/eelviimane/viimane) parajasti tdidetavas reas.

V klass

5.1 Naturaalarvude liitmine ja lahutamine

5.1.1

5.1.2

5.13

5.14

5.1.5

5.1.6

5.1.7

5.1.8

5.1.9

5.1.10

5.1.11

Naturaalarvu esitamine jarkarvude summana

Testid peaksid sisaldama erineva suurusega arve (kindlasti 1-kohalisi, 2-kohalisi, 6-kohalisi ja
7-kohalisi), erineva arvu jarkarve, erineva arvu nulliga vérduvaid kohti.

Naturaalarvu kirjutamine sdnadega

Testides peavad iga numbri 1, 2, ... jaoks esinema kdik s6nad, mida kasutatakse arvude
kirjutamisel: kaks, kaksteist, kakskiimmend, kakssada. Regulaarsel viisil moodustatud fraase
(naiteks ... tuhat) tuleb katta vastavalt nende moodustamise meetodile (ihekaupa valja
kirjutatud tegevusi tuleb ka Ghekaupa testida). Testid peavad sisaldama nulli kdigis
vBimalikes positsioonides, ihe kirjutamise/mittekirjutamise kontrolli kdigis positsioonides.
Kirjaliku liitmise vormistamine

Testimist vajavad aspektid: dige liitmine, lGhikeste ja pikkade liidetavate esinemine erinevatel
kohtadel, liidetavatega sama pikk/pikem summa.

Pluss- ja miinusmarke sisaldava avaldise vaartuse leidmine

Avaldised peaks sisaldama 1/2/3/rohkem liiget. Peaks olema arve pikkusega 1/2/3/4,
mdlema margiga. Vastusena peaks esinema nii positiivne ja negatiivne arv kui null.
Naturaalarvudest pluss- ja miinusmarkide ning sulgude abil moodustatud avaldise vaartuse
leidmine

Avaldised peaks sisaldama 1/2/3/rohkem liiget. Peaks olema arve pikkusega 1/2/3/4,
mdlema margiga. Vastusena peaks esinema nii positiivne ja negatiivne arv kui null. Peaks
olema teste, kus on Uksteise sees 1, 2, ... taset sulge. Sulud peaks asuma avaldise
alguses/plussi jarel/miinuse jarel.

Ristkiliku pindala ja imberm&ddu leidmine

Testid peavad sisaldama koiki Ghikuid.

Umardamine

Testimist vajavad aspektid: kdik véimalikud tdpsused, arvu a erinevad suurused (ka
tapsusest vaiksem), erinevad esimese imardamisel valjajaetava kimnendkoha vaartused.
Uhikuga suuruse teisendamine vastavalt etteantud tihikule

Testimist vajavad aspektid: vaartuse erinev muutumine pikkuse, pindala ja ruumala puhul,
vaartuse suurenemine/vahenemine/sailimine.

Araabia ja rooma numbrid

Testid peavad katma: kdiki rooma numbrites kasutatavaid tahti, kdiki jarjestikku ja suurema
vaartusega tahe jarele/ette kirjutatavate viiksema vaartusega tahtede arve

Jarjestamine (2-dimensionaalne)

Testid peavad sisaldama nii erineva x vdartusega, vordse x vaartusega kui paris vordseid
paare. Veel: n = 1/2/suurem ja juhud, kus sama kehtib valjundi kohta.

Muutujate asendamine vaartustega

Et vaja on ainult muutujad asendada, siis avaldised peavad sisaldama muutujaid
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alguses/plussi jarel/miinuse jarel ja sulgude panemise kontrolliks tuleb kasutada nii
negatiivseid kui mittenegatiivseid vaartusi.

5.1.12 Muutujatega avaldise vaartuse leidmine
Lisaks asenduse testimisele on vaja testida ka tehete tegemist. Seda vdiks teha tehete arvu
jark-jargult kasvatades.

5.1.13 Lineaarse funktsiooni vaartuste tabel
On vaja teste, kus kordajate A ja B vaartus on negatiivne/null/positiivne, 16igu pikkus
jagub/ei jagu sammuga.

5.1.14 Uldkujulise funktsiooni vaartuste tabel
Lisaks eelmise (ilesande probleemidele on siin vaja tdsisemalt testida ka funktsiooni
vaadrtuste arvutamist. Mitte kdikjal madratud funktsioonide puhul peavad testid sisaldama
vastavaid argumendi vaartusi.

5.1.15 Tehete jarjekorra lubatavuse kontroll
Testid peaksid sisaldama nii diget kui ka ekslikku jarjekorra otsustamist kdigi voimalike
tehtepaaride vahel ja sulgude arvestamist. Peaks leiduma ka teste erinevas jarjekorras
tehtavate soltumatute tehetega sama avaldise juures (naiteks korrutamistehted avaldises
2-34+4-5).

5.1.17 Aritmeetilise progressiooni summa tsiikliga
Lilkmete arv: 1/2/suurem, vahe: negatiivhe/null/positiivne.

5.1.18 Vorrand x @ a=>»
Testides voiks olla a ja b nii negatiivne, null kui positiivne, samuti erineva pikkusega ja
taisarv/kiimnendmurd.

5.1.19 Aditiivne vorrand
Testida vdiks k vaartustel 1/2/..., erinevates testides vdiks olla 1/rohkem x esinemist,
lahendite arv 0/1/I6pmatu, lahend taisarv/kimnendmurd.

5.1.21 Nulliga vérduva avaldise moodustamine
On vaja teste, kus avaldisele saab/ei saa anda vaartust 0, arve on 1/2/3/.../20, arvud on
erineva pikkusega.

5.2 Naturaalarvude korrutamine ja jagamine. Tegurid, algarvud

5.2.1 Korrutamistehete tulemuse arvutamine
Testides vdiks esineda korrutised 1/2/3/4 lilkkmega, arvude pikkused 1/2/3, tegurid
0/1/suuremad, maksimaalne v&imalik vastus.

5.2.3 Kirjalik korrutamine
Testid voiksid sisaldada olukordi, kus: kumbki tegur on pikkusega 1, 2, ..., 5; teine tegur
sisaldab nulle erinevatel kohtadel; I1dpptulemus ulatub viimasest liidetavast ettepoole;
esimene/teine tegur on vaartusega 0.

5.2.4 Kirjalik jagamine
Testid vdiksid sisaldada olukordi, kus: Jagaja on jagatavaga vorreldes
vaiksem/vdrdne/suurem; jagatav on null; jagatis sisaldab mingitel kimnendkohtadel nulle;
vahendatav ulatub lahutatavast ettepoole.

5.2.6 Nelja tehtega arvavaldised
Testid peaksid sisaldama jarjekorra otsustamist kdigi véimalike tehtepaaride vahel ja sulgude
arvestamist. Peaks leiduma ka teste erinevas jarjekorras tehtavate sdéltumatute tehetega
sama avaldise juures (naiteks korrutamistehted avaldises 2 - 3 4+ 4 - 5).
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5.2.8

5.2.9

5.2.10

5.2.11

5.2.12

5.2.13

5.2.14

5.2.15

5.2.16

5.2.17

Koondamine lineaarses hulkliikmes

Testide sisendhulkliikmes voiks olla: 0/1/2/... lineaarliiget/vabaliiget; kordajad v&iks olla
1/2/3-kohalised; vastuses vdiks esineda negatiivne/0/positiivne
lineaarliikme/vabaliikme/md&lema kordaja; miinus esimese slimbolina sisendis.

Lineaarse hulkliikme korrutamine arvuga

Testide sisendhulkliikmes vdiks olla: 1/2/... lineaarliiget; kordajad vdiks olla 1/2/3-kohalised;
vastuses voiks esineda negatiivne/positiivne lineaarlilkkme/vabaliikme kordaja; miinus
esimese slimbolina sisendis.

Téarnide/tahtede asendamine kirjaliku korrutamise tehtes vm tuntud struktuuris

Selle Glesande igas konkreetses variandis on tegemist fikseeritud sisendandmetega, mistéttu
muud testid otsest motet ei oma.

Tehtemarkide panemine arvude vahele

Avaldiste kasitlemise testimiseks voiks vordust tekitavaid avaldisi valida analoogiliselt
Glesandele 5.2.6. Peaks olema ka teste, kus vastus on negatiivne. Testida tuleks avaldiste
keerukust niimoodi tostes, et saadaks ettekujutus programmi tookiirusest.

Tegurite leidmine

Testid voiksid sisaldada: arve igasuguse tivikohtade arvuga 1,...,10; naturaalarve nii vdikese
kui suure erinevate tegurite arvuga.

Algarvulisuse kontroll

Teste vOiks esitada arvude suurust jark-jargult kasvatades, esitades igas suuruses nii algarve
kui kordarve, nii vaikese kui suure tegurite arvuga.

Algtegurite ja nende astmete leidmine (kanooniline kuju)

Testid voiks sisaldada/tekitada: arve erineva algtegurite arvuga 1, 2, 3, ... ; algtegurite
astmeid 1, 2, ... ; algtegurite vahel peaks olema ka algarve, mis ei ole tegurid.
Eratosthenese sdel

Sisendina saame ette anda ainult arvu M. Korralikult tuleks |abi vaadata vdikesed M
vaartused. Testimisel vdiks vdljastada iga etapi jarel arvud 2, ..., M koos juba tehtud
madrgetega.

Eukleidese algoritm

Testid peaks sisaldama: nii vaikesi kui suuri a ja b vaartusi, nii vdikesi kui suuri SUT vaartusi;
juhte, kus SUT on 1 v&i Uiks arvudest a ja b.

SUT, VUK

Testima peaks juhte, kus: n = 2, 3,4, ...; SUT on 1/iiks arvudest a;/vBrdne mingi osahulga
SUT-ga. Testide valik sdltub SUT leidmise meetodist (Eukleidese meetod/algtegurite
leidmine/...).

5.3 Geomeetria konstruktsioonide algoritmid

Geomeetria konstruktsioonide korral annavad sisendandmed vdrdlemisi vahe erinevaid variante
konstruktsiooni kulgemiseks. Alljargnevas on pakutud ka teste programmi sellise variandi
(taseme) jaoks, mis hoolitseb joonise paigutumise eest joonistamiseks valitud ekraaniaknas.
Mitmetel llesannetel vdimaldavad sisendandmed joonise erinevasse suunda paigutamist,
erineva raadiusega ringjooni jms, kus paremad valikud paigutavad konstruktsiooni
joonistamisakna suhtes paremini.

Selle peatliki programmide testimisel voib osutuda otstarbekaks alamprogrammidena
kasutatavate lahenduste testide salvestamine, et neid hilisemate llesannete juures uuesti
kasutada.
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5.3.1 Loigu joonestamine punktide jargi
Peale peajuhu to6tamises veendumise tuleks testida ka 16igu kummagi otspunkti paiknemist
igas suunas valjaspool joonisele eraldatud akent.

5.3.2 Kiire joonestamine punktide jargi
Testid peaks sisaldama juhte, kus kiir ulatub igatiheni joonistamisakna servadest.

5.3.3 Sirge joonestamine punktide jargi
Testid peaks sisaldama kdiki voimalikke sirge 16ikumisi joonistamisakna servadega ja juhtu,
kus sirge asub valjaspool akent.

5.3.4 Nurga joonestamine
Testid peaks sisaldama:
nurki kdigis tasandi veerandites, samuti Ule 360 kraadi;
juhte, kus punkt A/B on valjaspool joonistamisakent.

5.3.5 Ringjoone joonestamine keskpunkti ja ringjoonel oleva punkti/raadiuse jargi
Testid peaks sisaldama juhte, kus
keskpunkt/etteantud punkt asub joonistamisaknas/on erinevates suundades valjaspool;
ringjoon asub joonistamisaknas/I6ikub akna 1...4 servaga/jaab valjapoole akent.

5.3.6 Kahe sirge |16ikepunkti leidmine
Uldjuhu testid peaksid sisaldama juhte, kus:
etteantud punktid asuvad joonistamisaknas/osaliselt vdi taielikult valjaspool;
joonistamisaknas on ndhtavad 2/1/0 sirget;
sirged I6ikuvad joonistamisaknas/valjaspool;
sirged on I6ikuvad/paralleelsed/ihtivad.

5.3.7 Sirge ja ringjoone |3ikepunktide/puutepunkti leidmine
Enne konstruktsiooni tuleks testida etteantud sirge ja ringjoone kasitlemist (vt Ules. 3 ja 5).
Kui varem testitud lahendusi kasutatakse alamprogrammidena, ei tarvitse uuesti kdivitada
koiki teste, vaid ainult veenduda podrdumiste korrektsuses. Testid peaks sisaldama ka juhte,
kus:
sirgel ja ringjoonel on 0/1/2 Uhist punkti;
Uhised punktid asuvad joonistamisaknas/viljaspool.

5.3.8 Antud pikkusega |Gigu joonestamine kiirele
Analoogiliselt eelmise llesandega tuleks testida kiire kasitlemist. Edasised testid peaks
sisaldama juhte, kus:
I6ik asub aknas/ulatub aknast vilja (erinevad suunad).

5.3.9 Kahe ringjoone I6ikepunktide/puutepunkti leidmine
Analoogiliselt eelmiste llesannetega tuleks testida ringjoone kasitlemist. Edasised testid
peaks sisaldama juhte, kus:
ringjoontel on 2/1/0 Ghist punkti ja sealjuures kummagi keskpunkt asub valjaspool teist
ringjoont/vahemalt tihe keskpunkt on teise sees;
ringjooned Uhtivad.

5.3.10 Ristsirge joonestamine
Analoogiliselt eelmiste llesannetega tuleks testida sirge ja ringjoone kasitlemist. Edasised
testid peaks sisaldama juhte, kus:
punkt C asub joonistamisaknas/on erinevates suundades véljaspool;
punkt C asub sirgel s/viljaspool.

5.3.11 Paralleelsirge joonestamine
Analoogiliselt eelmiste llesannetega tuleks testida sirge ja ringjoone kasitlemist. Edasised
testid peaks sisaldama juhte, kus:
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5.3.12

5.3.13

5.3.14

5.3.15

5.3.16

5.3.19

5.3.20

5.3.21

5.3.22

punkt C asub joonistamisaknas/on erinevates suundades véljaspool;
punkt C asub sirgel s/véljaspool;

programm annab teate, kui konstruktsioon jaab valjapoole joonistamisakent.
Nurga teisaldamine

Selle Glesande testid peaksid sisaldama juhte, kus:

etteantud punktid asuvad joonistamisaknas/véljaspool;

teisaldatav nurk on (orientatsiooni arvestades) positiivne/0/negatiivne;
orientatsiooni sdilitades teisaldatud nurga punkt Z asub joonistamisaknas/véljaspool.
Kolmnurga joonestamine kolme kiilje jargi

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

kolmnurk leidub/a > b + ¢/b > a+ c/c > a + b;

kolmnurk ulatub aluse/kdrguse poolest valjapoole joonistamisakent.
Kolmnurga joonestamine kahe kilje ja nurga jargi

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

kolmnurk leidub/a > b + ¢/b > a+ c/c > a + b;

kolmnurk ulatub aluse/kdrguse poolest viljapoole joonistamisakent.
Kolmnurga joonestamine kiilje ja kahe nurga jargi

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

kolmnurk leidub/ei leidu;

kolmnurk ulatub aluse/kdrguse poolest valjapoole joonistamisakent.
Ruudu joonestamine

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

punktid A ja B asuvad joonistamisakna sees/viljas;

joonistamisakna sees asub 2/1/0 tekkiva ruudu varianti.

Loigu poolitamine

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

punktid A ja B asuvad joonistamisakna sees/viljas;

|6igu keskristsirge saamiseks konstrueeritavad punktid on joonistamisakna
sees/konstruktsioon vajab korrigeerimist.

Nurga poolitamine

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

punktid A, B ja C asuvad joonistamisakna sees/viljas.

Ringi puutuja joonestamine

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

punkt A ja konstruktsiooni jaoks vajalik osa ringist asuvad joonistamisakna sees/viljas;
punkt A asub ringjoone sees/ringjoonel/viljaspool.

Kolmnurga imberringjoone joonestamine

Testid peaksid sisaldama juhte, kus:

kolmnurga tipud A, B ja C asuvad joonistamisakna sees/viljas;
standardne konstruktsioon mahub joonistamisaknasse/vajab demonstreerimise jaoks
korrigeerimist.

5.4 Nurgad kella osutite vahel

54.1

Minutiosuti liikumine ja kellaaeg
Testida on vaja:

71



5.43

minuti muutumist, kus kasvab ainult minutinait/kasvab ka tunninéit/muutub paev;
tunni muutumist, kus ainult tund kasvab/muutub paev.

Nurk osutite vahel

On vaja teste, kus minutiosuti jaoks arvutatud nurk on suurem/vérdne/vaiksem kui
tunniosuti nurk.

5.5 Statistika moisted

5.5.2 Osahulkade aritmeetilised keskmised
Testida tuleks ka olukorda, kus poiste/tiidrukute arv on 0.
5.5.4 Moodiarvutamine
Testid peaks sisaldama juhte, kus k&ige sagedamini esinevaid vaartusi on 1/2/rohkem.
5.5.5 Mediaani arvutamine
Testid peaks sisaldama juhte, kus dpilaste arv on paaris/paaritu.
VI Kklass

6.1 Harilikud murrud

6.1.1

6.1.2

6.1.5

6.1.6

6.1.7

6.1.8

6.1.9

6.1.11

6.1.12

6.1.13

6.1.14

Liht- ja liigmurrud

Testid peaks sisaldama juhte, kus lugeja on vdiksem/vordne/suurem kui nimetaja.
Murru laiendamine

Selles tilesandes ei ole peajuhust erinevaid véimalusi.

Taandamine suurima Uhisteguriga

Testida tuleb ka juhte, kus SUT on 1/SUT on (iks arvudest x ja y/ x=y.

Osa meetrist, ruutmeetrist, kuupmeetrist

Testid peavad sisaldama antud suurusi kdigi vaadeldavate Ghikutega; juhte, kus suurus on 1
Uhikuga vorreldes vaiksem/vdrdne/suurem, suhtarv on murdarv/taisarv.
Tundmatu x leidmine vordest

Testid peaksid sisaldama tundmatu taisarvulisi ja murdarvulisi vaartusi <1/1/>1.
Uhenimeliseks teisendamine

Testida voiks vahemalt murdude arvudega 2,3,4;

juhtudega, kus VUK on korrutis/ iiks nimetajatest/nendest erinev;

mitmesuguste kombinatsioonidega vordustest nimetajate vahel.

Millised murdude vérdused on tdoesed?

Testid peaks sisaldama juhte, kus vérdus kehtib/ei kehti; murrud on
Uhenimelised/erinimelised;

Murru teisendamine segaarvuks

Testid vdiks sisaldada murde, kus vaartus on lintmurd/taisarv/segaarv.

Segaarvu teisendamine liigmurruks

Testides vdiks esineda tdisarv/murdosa lugejaga 0/murdosa nimetajast vaiksema lugejaga.
Uhenimeliste murdude liitmine ja lahutamine

Vaatleme lahutamist. Testides vdiks esineda juhud, kus a<b/a=b/a>b; a=0;b=0.
Uhenimeliste segaarvude liitmine

Testides voiks esineda juhud, kus
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6.1.15

6.1.16

6.1.17

6.1.18

6.1.19

6.1.20

6.1.21

6.1.23

6.1.25

6.1.26

summa tdisosa on liidetavate taisosade summa/summa+1/summa+2;
liidetava tdisosa=0/liidetava murdosa=0;

summa murdosa=0.

Uhenimeliste segaarvude lahutamine

Vit lles 13 ja 14.

Erinimeliste murdude liitmine ja lahutamine

Vt lles. 8, 11, 13.

Lahendada murdudega aditiivne vorrand

Testides peaks esinema:

tundmatu on 1./2./3. kohal; méark on +/-; arvuline liige null 1./2./3. kohal;
negatiivne/null/positiivne vastus; vastus on lihtmurd/taisarv/segaarv.
Kimnendmurd harilikuks murruks

Testides voiks esineda juhud, kus:

vastus on taisarv/lihtmurd/segaarv;

vastuse nimetaja on kiimne aste/saadud taandamisel;

sisendi murdosa I6pus on nulle.

Harilik murd kimnendmurruks (ka perioodilised kimnendmurrud)
Testides voiks esineda juhud, kus:

vastus on taisarv/lihtmurd/segaarv;

sisendi murdosa nimetaja on kiimne aste/kahe ja viie astmete korrutis/tekitab perioodilise
kiimnendmurru;

tekkiva kimnendmurru perioodile eelneb 0/1/2/... kimnendkohta ja perioodis on 1/2/3/...
kohta.

Hariliku murru kimnendldhend

Testides voiks esineda juhud, kus:

sisend on lihtmurd/liigmurd;

sisend avaldub taisarvuna/Idpliku kimnendmurruna/perioodilise kimnendmurruna;
I6plikku kiimnendmurdu on/ei ole vaja iimardada;

on erinevad esimese (imardamisel valjajaetava kiimnendkoha vaartused.
Avaldise vaartuse arvutamine (kiimnendmurd ja harilik murd)

Testides vdiks esineda juhud, kus harilik murd on taisarv/avaldub 16pliku
kiimnendmurruna/ei avaldu I8pliku kimnendmurruna. Vt ka les. 18 soovitusi.
Harilike murdude korrutamine

Testides voiks esineda juhud, kus

sisendi komponentides on 1/2/... kimnendkohta;

parast lugejate ja nimetajate korrutamist on/ei ole vaja taandamist;
tulemus on null/taisarv/lihtmurd/segaarv.

Osa leidmine arvust

Testides voiks esineda juhud, kus

arv x on positiivne/0/negatiivne;

arv x on taisarv/harilik murd/segaarv/kiimnendmurd;

osamaar on 0.

P66rdarvu leidmine

Testides voiks esineda juhud, kus

arv x on positiivne/0/negatiivne;

arv x on téisarv/harilik murd/segaarv/kiimnendmurd;

x p66rdarv on taisarv/lihntmurd/segaarv.
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6.1.27 Harilike murdude jagamine

Vit. tles 23, lisaks juht ¢ = 0.

6.1.29 Murdudega avaldise vaartus

Avaldise kasitlemise testimise kohta vt tles. 5.1.5, 5.2.6, tehete kohta 6.1.16, 6.1.23, 6.1.27.

6.2 Tasandi teisendused. Geomeetrilised kujundid

6.2.1

6.2.2

6.2.3

6.2.4

6.2.5

6.2.6

6.2.7

6.2.8

Likke parameetrite leidmine

Testida voiks punktide arvu kasvatades 1, 2, 3, ... . Peaks olema teste, kus leidub/ei leidu like.
P6ordenurga leidmine

Testida vGiks punktide arvu kasvatades 1, 2, 3, ... . Peaks olema teste, kus leidub/ei leidu
poore. Taisarvulisi nditeid saaks leida Pythagorase arve kasutades.

Peegelduse leidmine

Testida vdiks punktide arvu kasvatades 1, 2, 3, ... . Peaks olema teste, kus peegeldusi on
0/1/2/3/.../1dpmata palju. Testida tuleks ka ndidetega, kus on vaja peegeldust
horisontaalse/vertikaalse sirge suhtes; kujundite ainsad punktid Ghtivad.

Kujundi telgsimmeetrilisuse kontroll

Testida vdiks punktide arvu kasvatades 1, 2, 3, ... . Peaks olema teste, kus:

kujund on/ei ole telgsimmeetriline. Vt ka Ules 3.

leidub 1/2/3 ... simmeetriatelge;

Arvu 7 alumise ja llemise hinnangu tapsus

Testimisel vBiks programm valjastada ka 7 alumise ja lilemise hinnangu.

Tingimused kolmnurga kilgedele ja nurkadele

Testides peaks esinema juhud, kus

kolmnurk leidub/ei leidu (sealjuures nurgad tle 180 kraadi).

Kolmnurga maaramine kolme elemendiga

Seda llesannet lahendatakse tGendoliselt alustades mingi vaiksema hulgaga H ja
suurendades teda siis jargmiste suuruste lisamise ja vastavate arvutuskaikude
realiseerimisega. Ka testimine koos silumisega vdiks toimuda sama teed modéda jark-jargult.
Testid peaks sisaldama:

sisendandmetena koiki hulga H kolmeelemendilisi alamhulki (vastavad sisendid tuleks
failides sailitada, et neid hiljem hulka H laiendades uuesti kasutada);

antud sisendsuuruste vaartusi, kus saadakse kdik voimalikud otsuse variandid

El OLE/UKS/KAKS/LOPMATA PALIU (ja kasutatakse sealjuures kdiki programmis olevaid
arvutusteid);

kontrolli, et mitme Uhte tiilipi sisendsuuruse (kilg, nurk, kdrgus) puhul kolmnurga tippe
Umber nimetades tulemus ei muutuks.

Kuubi pinnalaotuse dratundmine

Positiivse vastusega testid peaks sisaldama kdiki 11 véimalikku kujundit, mis on erinevatel
viisidel nihutatuna, pddratuna ja peegeldatuna paigutatud 5 X 5. K&iki voimalusi testida
oleks vaga raske. Kui programm kasutab kujundite erinevate paiknemiste uurimiseks mingeid
siistemaatilisi viise, siis annab see vdoimaluse testida eraldi neid viise ja 11 kujundit. Naiteks
esimesel joonisel olevaid kujundeid saab 5 X 5 ruudustikus nihutada horisontaalselt 2 viisil ja
vertikaalselt 1 viisil, seega nihe annab meile kokku 6 viisi. P66rata saab 4 viisil ja peegeldada
2 viisil. Seega saame igale esimese rea kujundile natuke vahem kui 48 paigutust 5 X 5
ruudustikus (tegelikult natuke vahem, sest moned teisenduste kombinatsioonid annavad
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6.2.9

6.2.12

6.2.13

6.2.14

Uhesuguse tulemuse).

Negatiivse vastusega testid vOiks eelkdige saada positiivsetest vdikeste moonutuste teel, aga
voiks olla ka mingi hulk hoopis teistsuguseid testkujundeid.

Kolmnurga liik (...-nurkne, kiilgede jargi)

Testides peaks esinema juhud, kus sisendis antud kiiljed

moodustavad teravnurkse/taisnurkse/nirinurkse kolmnurga/ ei moodusta kolmnurka.
Testida tuleb ka stabiilsust kilgede/nurkade imbernimetamise suhtes.

Kolmnurgad koordinaattasandil

Testid peavad sisaldama vastuse koiki juhte (ka kddunud juhtu) ja testima ka stabiilsust
sisendi Umberjarjestamise suhtes.

Nelinurgad koordinaattasandil

Iga alamilesande korral peaks testid sisaldama sisendeid, mis

annavad positiivse/negatiivse vastuse;

kui programm kontrollib kujundit tingimuste kaupa (naiteks ruudu korral kiilgede pikkuste
vOrdsust ja nurkade vordsust), siis on iga tingimuse jaoks vajalik test, mis seda rikub ainult
seda.

Positiivset vastust andvatel nelinurkadel peaksid leiduma nii horisontaalseid, vertikaalseid kui
ka mitmesuguse nurga all kaldu olevaid kdlgi.

Testida tuleb ka stabiilsust sisendi imberjarjestamise suhtes. Trapetsi lilesandes peab
esinema ka sisend, kus kujund on réopkiilik.

Ruutude arv

Ruuduks olemist kontrolliva osa testimise kohta vt eelmise lilesande soovitusi.

Testida tuleks punktide arvu kasvatades: n = 4,5, 6, ..., kuni Teie programmi vGimaluste
piirini. Teatud piirini on vdimalik dige vastus ka ilma programmi kasutamata valja arvutada.
Suuremate testide saamiseks vOib punktid genereerida juhuslikult, aga ka vaiksemate testide
punktikobaraid tasandile erinevatesse kohtadesse paljundades.

Kui Teie lahendus Teeb lisaks punktineliku poolt antud kujundi moodustamisele ja peamisele
loendamistsiklile veel muid teisendusi (naiteks jarjestab punktid), siis vajavad ka programmi
vastavad osad testimist.

VII klass

7.1 Lineaarsed vorrandid ja vorratused

711

7.1.2

7.13

Vorrandi ax = b lahendamine

Testid voiksid sisaldada juhte, kus a ja b on:
taisarvud/harilikudmurrud/segaarvud/kimnendmurrud (sealjuures ka erinevat sorti);
arvudes a ja b esinevad taisarvulised osad on pikkusega 1, 2, 3,...;
vastus vajab taandamist/segaarvuks teisendamist.

Tundmatuga lilkmed vasakule ja vabaliikmed paremale

Testid voiksid sisaldada juhte, kus a ja b on:
Lineaarliikmed/vabaliikmed on juba &igel pool/ vajavad uleviimist;
lineaarliikmete/vabaliikmete arv on 0/1/2/suurem.

Sarnaste liikkmete koondamine

Testid vdiksid sisaldada juhte, kus

erinevates likmetes ax on kordajad a erineva kujuga:
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tdisarvud/harilikudmurrud/segaarvud/kimnendmurrud);
vastus vajab taandamist/segaarvuks teisendamist.

7.1.4 Vabanemine murdudest lineaarvorrandis
Testid peaksid sisaldama erineva kujuga vorrandeid (erinevaid kujusid voiks saada naiteks
Opikutest, muutes mingid osad murruliseks).
7.1.5 Sulgude avamine
Testide vGrrandid peaksid sisaldama 1/ 2/... taset sulge. Vt ka Ules 3 testimissoovitusi.
7.1.6 Lineaarvdrrandi lahendamine standardalgoritmiga
Testid peaks sisaldama kdigi 6pikutes esinevate kujudega vorrandeid.
7.1.7 Lineaarvorrandid: samasus ja vastuoluline vérrand
Testid peavad sisaldama nii peajuhu, vastuolulisi kui samasuseks lihtsustuvaid vorrandeid.
7.1.8 Absoluutvaartusega lineaarvérrand
Testiida vGiks absoluutvdartuse esinemiste arvuga 1, 2, 3, ..., variandi b) korral samuti
1,2,3,... erineva absoluutvaartuse all oleva avaldisega. Varieerida tuleks ka vorrandi kuju.
7.1.9 VOrratuse tGevaartuse leidmine
Testid peaksid sisaldama vorratusi kdigi vorratusmarkidega. Kui muutuja vaartuse
asendamiseks ja vOrratuse poolte vaartuste arvutamiseks ei kasutata juba varem testitud
alamprogramme, siis tuleks programmi nende jaoks kasutada vastavate llesannete
testimissoovitusi.
7.1.10 Tehted vGrratuse ja arvuga
Testid peaksid sisaldama k&iki tehtemarke koos negatiivse ja positiivse a vaartusega.
7.1.11 Lineaarse vorratuse lahendamine
Vorratuste lahendamine koosneb tavaliselt kahest etapist:
1) asendatakse vorratuse mark vordusmargiga ja leitakse kohad, kus vorratuse asemel kehtib
vordus,
2) leitakse, millistes leitud punktide vahelistes intervallides kehtib ndutud vGérratus.
Esimese etapi t00 testimiseks saab kasutada lineaarvérrandite lahendamise programmide
testimise meetodeid. Teise etapi korrektsuse kontroll on suhteliselt lihtne, sest lineaarse
vorratuse puhul valitakse seal liks kahest poolteljest ja tehakse otsus punkti kohta, kus kehtib
vordus.
7.1.13 Kahe tundmatuga lineaarne slisteem liitmisvottega
VIII klass

8.1 Uksliikmed

8.1.1

8.1.2

Uksliikmete korrutamine

Testid vdiks sisaldada juhte, kus:

muutujaid on 1/2/3/..., sealhulgas erinevates tegurites samad/erinevad;
muutuja astmenaitaja on 1/2/3/.../puudub;

tegureid on 2/3/...;

esineb miinus korrutise ees/sulgudes;

kordaja on taisarv/harilik murd/kiimnendmurd.

Uksliikmete astendamine

Testid voiks sisaldada juhte, kus

muutujaid on 1/2/3/...;

76



8.14

muutuja astmenaitaja on 1/2/3/.../puudub;

n=20,12,...

Uksliikmete jagamine

Testid vdiks sisaldada juhte, kus jagatavas/jagajas/jagatises

muutujaid on 1/2/3/...;

muutuja astmenaitaja on 1/2/3/.../puudub;

kordaja puudub/on positiivne/negatiivne/tadisarv/harilik murd/kimnendmurd;
jagatises esineb/ei esine negatiivne astmeniitaja.

8.2 Hulkliikmed
Hulkliikmetes olevate Uksliikmete tootlemiseks voiks kasutada jaotise 8.1 lilesannete lahendusi ja
testimiseks seal antud soovitusi.

8.2.5

8.2.8

8.2.9

8.2.10

Uksliikmete SUT toomine sulgude ette

Testid voiks sisaldada juhte, kus mingis lksliikkmes

kordaja puudub/on positiivne/negatiivne;

muutujad Uksliikmetes on samad/erinevad osaliselt/Uhisosata
astmenaditaja on 0/1/suurem/puudub

kordajate SUT kohta vt 5.2.17;

muutujate osa SUT — analoogilised juhud.

Rihmitamisvdte hulkliikme tegurdamiseks

Testimine oleneb siin sellest, kui keeruline rihmitamine on programmis realiseeritud.
Testid voiksid sisaldada ka juhte, kus

Uhesugused muutujate astmed on erinevalt esitatud (aste 0, 1);

liilkme jaotamist summaks on/ei ole vaja.

Abivalemite kasutamine tegurdamiseks
Testid peaks sisaldama naiteid kdigi programmis realiseeritud abivalemite kohta ja ka juhte,
kus Ukski abivalem ei sobi.

Uhe muutuja hulkliikmete jagamine

Testid peaks sisaldama juhte, kus

jagatav jagub tapselt/jaagiga;

jagatava/jagaja pealiikme kordaja on positiivne/negatiivne;
jagatavas/jagajas/jagatises puudub mingi astmega liige
jagatise kordajad on taisarvud/esineb murde.
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